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PREFÁCIO 


A 3% edição em lingua francesa conserva como essem 
conteúdo da 2.º edição, Cerios capítulos foram profundamente revistos 
t completados, em especial aqueles que tratam de certos ramos das 
matemáticas modernas, cujo conhecimento é mos nossos dias indis- 
pensável a todo o engenheiro. Na parte «Exercícios» aumentou-se о 
número de problemas, insistindo sobre aqueles que, mais difíceis, exi- 
gem mais reflexão, O material desta nova edição é apresentado em 
dois. volumes. 

No primeiro volume, q» capitulos iniciais «Número, variável, função» 
€ «Limite e continuidade das funçõeso foram resumilos ma medida 
do possível, Cerins questões, habitualmente tratadas nestes capitulos, 
foram conscientemente reportadas uos capitulos seguintes, Isto permitiu 
abordar mais rápidamente a derivada. noção fundamental do cálculo 
diferencial: esta necessidade foinos ditada pelas exigências das outras 
disciplinas do ensino técnico superior. O bom fundumento duma tal 
disposição foi felizmente confirmado pela experiência de vários unos. 

No fm do primeiro volume inseriu-sc os anexos 1 e И expondo 
problemas muito importantes para v engenheiro: «Estabelecimento duma 
dependência funcional a partir de dades experimentais pelo método 
dos minimos quadrados» e «Fórmula de interpolação de Newton. 
Derivação numérica». 

No segundo volume. para assegurar aos estudantes uma prepa- 
tação matemática que lhes permita abordar as disciplinas ligadas à 
automação e aos métodos de cálculo autumático. que são hoje ensi- 
nadas nos estabelecimentos de ensino técnico superior, vários desen- 
volvimentos, tratando em detalhe destas questões, foram inseridos: 
«integração numérica das equações diferenciais e sistemas de equações 
diferenciais» (*), «Integração de sistemas diferenciais lincares», «Noção 
sobre e teoria du estabilidade de" Liapounova. «Operador hamiltoniano», 
«Integral de Fourier», etc 


(t1 Os metodos de cálculo numérico habitualmente tratados nos cursos 


ahe andi is são igualmente expostos peste manual. 


Esta edição foi também completada por dois novos capítulos 
«Equações da física matemática» (capítulo XVIII) e «Cálculo opera- 
cional e aplicações» (capitulo XIX). 1 

. O capitulo XVII passa em revista as equações fundamentais 
da física matemática, Tem-se dado uma importância particular à 
análise da natureza dos fenómenos físicos que conduzem às equações de 
diferentes tipos e aos problemas de limites correspondentes. Uma grande 


importância foi igualmente concedida aos métodos numéricos de reso- 
lução das equações O la detis purciais, 


«didáctico, 
Devo exprimir a minha profunda gratidão às Edições Mir que 
aceitaram a tradução e a publicação desta obra. 


O autor 
NOTA SOBRE A PRESENTE EDIÇÃO 


Esta edi 
rápidamente. 

Procedemos, no entanto, às curreções que o autor julgara neces- 
sárias esta nova edição, a fim de apresentar aos leitores uma 
obra ainda mais digna da sua confiança. 


а 42 em francés, reproduz a 34, que se esgotou 


о EDITOR 


Capítulo т 
NUMERO, VARIAVEL, FUNÇÕES 


$ L Números reais, Representação dos números reais 
pelos pontos do eixo numérico 


A noção de número é uma das mais fundamentais das mate- 
máticas, Elaborada na Antiguidade, ela sofreu no decurso dos séculos 
vm longo processo de extensão e de generalização. 

Os números inteiros. os números fraccionários positivos e nega- 
tivos, compreendendo o número zero, são chamados numeros racionais, 


Todo o número racional pode ser posto sob a forma de quociente + 
de dois números inteiros p e q. Por exemplo: 


5, 5 
5: i= 


Em particular, todo о número inteiro р pode ser considerado 


como quociente de dois números inteiros p e 1:  . Por exemplo: 


6 0 
т: CL 

Os números racionais podem ser postos sob a forma de fracções 
decimais limitadas ou ilimitadas, 

Os números expressos pelas fracções decimais ilimitadas não 
periódicas, são denominados números irracionais; tais são, por exemplo, 
os números V2, V3, 5 — V2, ete. 

O conjunto dos números ra e irracionais formam o con- 
junto dos números reaís. Os números reais constituem um conjunto 
ordenado, isto é, que para cada par de números reais x c y, uma e 
sômente uma das relações seguintes 


т< з=) т>у 


6= 


€ satisfeita, 

Os números reais podem ser representados pelos pontos do eixo 
numérico. Chama-se eixo numérico a uma recta infinita sobre a qual 
se escolheu: 1) um ponto O chamado origem, 2) um sentido positivo, 
que se indica por uma seta, e 3) uma unidade de medida, A maior 
parte das vezes, disporemos o eixo horizontalmente e escolheremos 
а direcção da esquerda para a direita como sentido positivo. 
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Se o número x, é positivo, representá-lo-emos pelo ponto 
м, situado à direita da origem е distante de O de OM, = xı; da 
mesma forma se о número x; é negativo, nós representá-lo-emos pelo 
ponto М, situado à esquerda de O e distante de O de OM; =x 
(fig. De 

O ponto O representa o número zero. E evidente que todo o 
número real é representado por um só ponto do eixo numérico. A dois 
números reais distintos cofrespondem dois pontos diferentes (fig. 1) 
do eixo numérico. A afirmação seguinte é verdadeira: cada ponto 
do eixos numérico é a imagem dum só número real (racional ou 
irracional) 

Assim existe uma; correspondência biunivoca entre todos os 
números reais e todos 0$ pontos do eixo numérico: а cada número 

LN] M 
d 
TE 113 
Figo 
corresponde um ponto único e inversamente a cada ponto corresponde 
um só número de que ele é Imagem. Isso permite em numerosos 
raciocínios empregar indiferentemente а noção de «número x» ou а 
de «ponto x». Neste manual teremos frequentemente, а ocasi 
tirar partido desta observação. 

Indiquemos, sem a demonstrar, a propriedade seguinte, relativa 
ao conjunto dos números reais: entre dois números reais quaisquer, 
existem sempre números racionais e números irracionais, Geomêlrica- 
mente isto significa: entre dois pontos quaisquer do eixo numérico, 
existem sempre pontos racionais e pontos irracionais. 

À guisa de conclusão, citamos o seguinte teorema que representa, 
de qualquer mudo, o papel de um «ponto lançado entre а teoria c 
a prática». de 

Teorema — Todo o número irracional a pode ser! expresso com 
о grau de precisão desejudo сото auxilio dos números racionais. 

Com efeito, seja a um número irracional positivo. Propunhamo-nos 


calcular o valor aproximado de o a menos Ud É (por exemplo, а 


П 
menos de ту. a menos de ^y etc). 


Qualquer que seja o número а, ele está incluso entre dois números 
inteiros consecutivos N e N + 1. Dividamos o segmento compreendido 
entre М е N + 1 em п partes iguais. Então а encontrarse incluso 
entre dois números racionais № + & e N + TEL A diferença entre 


estes dois números, sendo igual a $, cada um deles exprimirá a 


com a precisão desejada, o primeiro por defeito, o segundo por excesso. 


Exemplo — O número irracional VT exprimese com a ajuda dos números 


1 
4 e 15 amenos de у 
14 єз amenos de qo 


A 
1 42 а mer m 
Al e 142 а menos de qo 
4 

14M e LAIS а menos de ete 

415 а menos de туду e! 


$ 2. Valor absoluto dum número real 


IntroJuzamos agora a noção de valor absoluto de um número real. 


Definição — Chama-se valor absoluto (ou módulo) de um número 
real x (notação |x|) ao número real não negativo, que satisfaz as 
seguintes condições: 


[ se 250; 
lzl=—2 se 2<0 
Exemplos: || 2: [5] = $i 10150 


Resulta desta definição que para todo x se tem x < |х|. 
Vejamos algumas propriedades do valor absoluto. 


1. О valor absoluto da soma algébrica de vários números reais não 
é superior à soma dos valores absolutos dos componentes 


Паи 121и. 
Demonstração — Seja x + y > 0, então 


ЕЕЕ y <lz 

D Sem pe +101 (porque z«|z| e y <I) 
|z yl Gt p-(C 2C «IIl 

c q d. 


A demonstração pode ser facilmente alargada a um número qual- 
quer de termos. 


Exemplos: 
! 


2. О valor absoluto da diferença não é inferior à diferença dos 
valores absolutos: 


=5 wu t< 


ou 8-8. 


+< IB 
a-5[-|-3 +| =51-34 


5 Та 01121101. 
Jemonstração — Façamos x — z então х= y + z e segundo 
a propriedade precedente, á = 


Iri=ly+81<|y1+ 


=|v]F/2—yl 
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donde 
а= 12—01. 
€. q.d. 
3. O valor absoluto do produto é igual ao produto dos valores 
absolutos. 


Ааа = 12110111. 


4. O valor absoluto do quociente ё igual ао quociente dos valores 
absolutos do dividendo e do divisor: 


ا 


vi dul 
As duas últimas propriedades resultam imediatamente da defi- 
nição do valor absoluto. 


$ 3. Grandezas variáveis e grandezas constantes 


Quando medimos certas grandezas físicas, tais como o tempo, o 
comprimento. a superfície, o volume, a massa, a velocidade, a pressão, 
a temperatura, etc., estabelecemos os valores numéricos destas grun- 
dezas físicas. As matemáticas estudam as grandezas sem ter em conta 
о seu conteúdo concreto: No que se segue, quando falarmos de grandeza, 
teremos em vista o$ seus valores numéricos. No decurso de diferentes 
fenómenos certas grandezas variam, quer dizer, que são susceptíveis 
de tomar diversos. valores. numéricos; pelo contrário, outras podem 
conservar um mesmo valor numérico. Assim, se um ponto material 
se desloca segundo um movimento uniforme, o tempo e a distância 
variam, enquanto que a velocidade permanece constante, 

Chama-se grandeza variável ou variável uma grandeza susceptível 
de tomar diferentes valores numéricos. A uma grandeza cujos valores 
numéricos não mudam chama-se grandeza constante ou constante. No 
seguimento, designaremos as grandezas variáveis pelas letras x, у, 2, 
u, +... tc, е as grandezas constantes pelas letras а, b, €, .... le. 


Nota — Em matemáticas considera-se muitas vezes as grandezas 
constantes como um caso particular das grandezas variáveis: uma 
constante, é uma variável cujos diversos valores numéricos são tudos 
iguais. 

Nolemos, todavia, que no decurso do estudo de diversos fenó- 
menos físicos pode acontecer que uma mesma grandeza scja constante 
em certos casos e variável noutros. Por exemplo, a velocidade de 
um corpo animado dum movimento uniforme é uma grandeza cons- 
tante, mas a velocidade de um movimento uniformemente acelerado é 
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uma grandeza variável. As grandezas que conservam um mesmo valor 
qualquer que seja o fenómeno considerado são chamadas constantes 
absolutas. Assim, a relação do comprimento duma circunferência com o 
seu diâmetro é uma constante absoluta cujo valor é w= 3,14159. 

Veremos, no seguimento que a noção de grandeza variável é 
fundamenta! para o cálculo integral e diferencial. Em «A dialéctica 
da natureza» Engels escreve: «A grandeza variável de Descartes marcou 
uma reviravolta na matemática. É com ela que o movimento e a 
dialéctica entraram na matemática o que fez sentir imediatamente а 
necessidade do cálculo diferencial e integrals. 


$ 4. Domínio de definição duma variável 


Uma variável é susceptivel de tomar valores numéricos dife- 
rentes, O conjunto destes valores pode variar segundo o carácter 
do problema considerado, Por exemplo, a temperatura da água aquecida 
nas condições normais pode variar desde a temperatura ambiente, 

15 a 18C, até à do ponto de ebulição, 
100'€, Pelo contrário, a variável x = cos а 
pode lomar todos os valores compreendidos. 
entre —1е +1. 

O valor de um variável exprime-se 
geometricamente por um ponto do eixo 
numérico. Assim, o conjunto os valores que 
toma a variável x = соз а para todos os 
valores de a é representado pelo conjunto 
dos pontos do eixo numérico compreendido 
Fie. 4 entre — 1 e + 1, estando inclusos os pon- 

tos —le +1 (fig. 2). 


Definição — Chama-se domínio de definição de uma variável ao 
conjunto dos valores numéricos que ela é susceptível de tomar. 

Citemos os domínios de definição de certas variáveis que encon- 
traremos frequentemente, no decorrer da matéria. 

Chama-se intervalo uberto ou intervalo de extremidades a e b, ao 
conjunto de todos os números x compreendidos entre a e b (а < by; 
os números ш e b não репепсет a este conjunto. Designa-se, quer 
pela notação (a, Б), quer pelas desigualdades a < x< b. 

Chama-se segmento ou intervalo fechado de extremidades a e b, 
ao conjunto de todos os números x compreendidos entre os dois 
números a e b; os números a e b pertencem ao conjunto. Designa-se, 
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Se um dos números a ou b, a por exemplo, pertence e o outro 
não pertence а este intervalo, tem-se então um semisitervalo aberto 
em b; pode-se definilo pelas desigualdades 


acrcb 


e designa-se pela notação [a, b). Se o número b pertence e o a não 
pertence a este intervalo, tem-se então um semi-intervalo aberto em 
a (a, b] que se pode definir com o auxílio das desigualdades 


a<r<b, 


Se а variável x toma todos os valores maiores que a, designa-se 
este intervalo pela notação (a, + co), que se pode igualmente definir 


E ас пал 
و کے‎ S.) 


Fig. 3 


com o auxilio das desigualdades convencionais 
acre + 9. 


Considerar-se-á igualmente os intervalos e os semi-intervalos infi- 
nitos, definidos pelas seguintes desigualdades convencionai 


acı OCG Sr crc 
Exemplo — O dominio de definição da variável х == cos a, para todos 


ow valores de о segmento [~ 1, I] pode-se exprimido com o auxílio 
das “desigualdades — 1 < x < 1. 


Pode-se substituir nas definições precedentes a palavra «número» 
pela palavra «ponto». Assim, chama-se segmento ao conjunto de 
todos os pontos x situados entre os pontos a e b (a e b como sendo 
as extremidades do segmento), os pontos a e b estão inclusos neste 
conjunto. e 
Chama-se vizinhança dum ponto xu, a todo o intervalo aberto (а, Б) 
contendo este ponto, isto é, um intervalo (a, h) para o qual sejam 
verificadas as desigualdades а < x, < Б. Escolhesse muitas vezes a 
vizinhança de modo que o ponto x, se encontre no meio. O ponto 


o raio 


xo é então chamado o centro de vizinhança e o número 


de vizinhança. 
A figura 3 representa a vizinhança (x, — с, xo + c) de centro x, 
e de raio c. 


$ 5. Variável ordenada, Variável crescente 
e variável decrescente. Variável limitada 


Diz-se que a variável x está ordenada se se conhece о seu 
domínio de definição e se, para cada par dos seus valores, se pode 
indicar o que é antecedente e o que é consequente. Aqui a noção de 
«antecedência» ou de «consequéncian não está ligada ao tempo. Ela 
exprime uma certa mancira de ordenar os valores da variável, 

Um caso particular de grandeza variável ordenada é a de uma 
grandeza variável cujos valores formam uma sucessão numérica x, 
Xo Xs, oa dy es Neste caso, рага А' < k o valor zw é «antecedent 
© о valor т, «consequente», independentemente do facto de qual destes 
dois valores é o maior. 


Definiio— 1. Uma variável diz-se crescente se cada valor con- 
sequente é maior que cada valor antecedente. Uma variável diz-se 
decrescente se cada valor consequente é menor que cada valor anle- 
cedente. 

As variáveis crescentes e as variáveis decrescentes são chamadas 
variáveis de variação monótona ou simplesmente variáveis. monótonas. 


Exemplo — Quando se duplica o número de lados dum polígono regular 
lo mum circulo, a área S deste polígono é uma variável crescente, Do 
mismo modo, quando se duplica o número de lados dum polígono circunscrito 
à um circulo, à área deste polígovo é uma variável decrescente, Notemos que 
Uma. variável não é necessáriamente crescente ou decréscente, Por 

variável x = sen a não é uma variável monótona quando a cresce sobre O 
segmento (0, 27]. Ela cresce primeiro de O a 1, depois decresce de 

cresce de novo de — 1 a O. 


Definição —2. Uma variável x diz-se limitada se existe uma 
constante M > 0 tal que para todos os valores consequentes da variá- 
vel a partir dum certo valor, as desigualdades 

—MzzM, wmo |а| <, 
são satisfeitas, 

Por outras palavras, uma variável diz-se limitada se existe um 
segmento [— M, M] tal que a partir de um certo valor todos os 
valores consequentes da variável pertencem a este segmento. Todavia, 
existem variáveis cujos valores não preenchem o segmento [— M, M]. 
Por exemplo, uma variável susceptivel de tomar diferentes valores racio- 
nais do segmento [— 22] é limitada, mas, é evidente que ela não 
toma todos os valores deste segmento (precisamente, os valores 
irracionais), 
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$ 6. Função 


O estudo dos diferentes fenómenos da natureza e a resolução 
dos diversos problemas técnicos c, por conseguinte, das matemáticas, 
levam-nos a considerar a variação de uma grandeza em correlação 
com a variação de uma outra grandeza, Assim quando estudamos 
um movimento, considerámos o caminho percorrido como uma variável 
que depende do tempo. Aqui o caminho percorrido é uma função 
do tempo. 

“Tomemos um outro exemplo. A área do círculo em função do 
raio 6 dada pela fórmula bem conhecida Q=wR'. Se о raio R 
toma diferentes valores, a área O tomará igualmente diferentes valores. 
Assim a variação de uma destas variáveis provoca a variação da 
outra, Aqui a área do círculo O é uma função do raio R. Démos a 
definição da noção de «função». 


Definição — 1. Diremos que y é uma função de x e escreve. 
remos y=f(x), y (X) etc, se а cada valor da variável х per- 
tencendo a um certo domínio, corresponde um valor da variável 

A variável x é chamada variável independente. А dependénci 
entre as variáveis x e y chama-se dependência funcional. A letra f, 
que entra na notação simbólica da dependência funcional у = f (x), 
indica que é necessário aplicar certas operações a x para obter o 
valor correspondente de y. Escreve-se por vezes y = у(х), и = u (x), 
em vez de у = f(x) и = ф(х); neste caso, а letra y exprime ao 
mesmo tempo o valor da função e o simbolo das operações aplicadas a x. 

A notação y = С, onde С é uma constante, exprime uma função 
cujo valor é igual а C qualquer que seja x. 


Definição —2. О conjunto dos valores x para os quais o valor 
da função y é dada pela lei f(x) é chamado domínio de existência 
da função (ou domínio de definição da função). 


Exemplo —1. A função y = sen x é definida para todos os valores de x. 
Logo, o seu domínio de existência 6 o intervalo infinito — o < x < 00, 


Nota—1. Se existe uma dependência funcional entre as duas 
variáveis x e y = f(x) e se se considera x e y = jáveis 
ordenadas, diremos então que para os dois valores y* = | (x*) e у 
= f(x**) da função f(x) correspondendo aos valores x* e x** da 
variável x, o valor consequente da função é o que corresponde ao 
valor consequente da variável independente. É por isto que somos 
naturalmente levados a enunciar a definição seguinte. 


A função y = f (x) diz-se crescente se a um maior 
valor da variável independente corresponde um maior valor da função. 
Define-se duma maneira análoga a função decrescente. 

Exemplo—2. A função Q = cR' é uma função crescente para 0 < R < 
< +; porque a um maior valor de R corresponde um major valor de Q. 

Моа —2. Quando se define a noção de função, admite-se por 
vezes que a cada valor de x tomado num certo dominio corresponde 
não a um valor de y, mas vários ou mesmo uma infinidade, Neste 
caso, a função diz-se multívoca, ao passo que a função anteriormente 
definida diz-se unívoca, No seguimento convir-nos-á chamar funções üni- 
camente às que são unívocas. Se em certos casos tivermos de recorrer 
а funções multivocas, especificá-lo-emos todas as vezes para evitar 
qualquer confusão, 


$ 1. Diversas formas de expressão das funções 
1. Funções dadas com a ajuda de tábuas 


Neste processo dispõe-se numa certa ordem os valores da variável 
independente x, X . X» е os valores correspondentes da função 
Yn Ye es e 


SINIT TT 


TT ELT] | 


Tais são, por exemplo, as tábuas das funções tripnométricas, 
as tábuas de logaritmos, etc. 

Pode-se obter no decurso do estudo experimental de certos fenó- 
os tábuas que exprimam a dependência funcional existente entre 
as grandezas medidas. Assim, por exemplo, as variações da temperatura 
do ar registados numa estação metercológica durante um dia dá-nos 
о quadro seguinte: 


Valor da temperatura T (em graus) em função do tempo t 
(em. horas). 


E Ex 


Este quadro define T em função de t. 
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IL Representação gráfica das funções 


Consideremos no plano um sistema de coordenadas rectangulares. 

Um conjunto de pontos M (x, y), tal que nenhum par de pontos se 

encontre sobre uma recta paralela ao cixo Oy, define uma ceria função 

univoca y = f (x). Os valores da variável independente são as abcissas 

dades ponto, on valores da função as ordenadas correspondentes, 
ig. 4). 


Fig 4 


O conjunto dos pontos do plano (хОу) cu issus são os 
valores da varlável independente e as ordenadas os valores corres- 
pondentes da função chama-se gráfico desta função. 


IN, Representação analítica das funções 


Precisemos em primeiro Jugar o que entendemos por «expressão 
analítica». Chamaremos expressão analítica à notação simbólica do 
conjunto das operações matemáticas conhecidas que se deve uplicar 
numa certa ordem aos números e às letras que exprimem grandezas 
constantes ou variáveis, 

Notemos que por conjunto das operações matemáticas conhecidas 
nos referimos não sômente às operações matemáticas aprendidas no 
decurso dos estudos secundários (adição, subracção, raiz quadrada, etc.) 
mas igualmente todas as operações que serão definidas à medida que 
sejam expostas no curso. 

Consideremos exemplos de expressões analíticas: 


logz— sen z ЕЗ 
1982802. q VS, ete 
EN] T 


Se a dependência funcional y = f(x) é tal E f é uma expressão 
іса, dizemos que a função y de x é dada analiticamente, Eis 
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alguns exemplos de expressões analitic 
z+, 


1 


)y-£5—23 2) у 


0) y=sexx 5) Q=aR, ete. 


Nestes exemplos as funções estão expressas anallicamente por 
uma única fórmula, (Chama-se fórmula à igualdade entre duas expres- 
ses analíticas). Nestes casos pode-se falar do 

YA ger! domínio natural de definição da uma função, 

O domínio natural de definição de uma função 
dada por uma expressão analítica é o conjunto 
dos valores de x para os quais a expressão do 
segundo membro tem um valor bem determinado. 
Assim o domínio natural de definição da função 
y-4'—2 é o intervalo infinito — co < x < oo, 
pois que esta função é definida para todos os 


valores de x. A função у = ZÎ é definida para 


Fig. 5 todos os valores de x excepto pé 
porque para este valor о denomi 
O domínio natural de definição da função у = VT = x é o segmento 
-1<х<1, etc 
Nota — Importa por vezes considerar não tolo o domínio natural 
de definição de uma função, mas uma parle deste domínio. Assim, a 
e O do circulo exprime-se em função do raio A pela função 
Q= Rº. O dominio de definição desta função para este problema 
geométrico concreto é evidentemente o intervalo infinito 0 < R < + «e. 
Contudo, o domínio natural de definição desta função é o intervalo 
infinito — oo < R < + оо, 
Uma função y = f(x) de que se conhece a expressão analítica 
pode ser representada gráficamente no plano das coordenadas хОу. 
Assim, o gráfico da função y = x" é a parábola representada na figura 5. 


at 


§ 8. Principais funções elementares. 
Funções elementares 


As principais funções elementares são funções cuja expressão ana- 
litica é uma das seguintes: 
Т. А função potência: y = xa em que a é um número real (*). 


1*1 Para a irracional, esta função calcula-se tomando o logaritmo е a 
log y= а log x Supõese que x20. 
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IL А função exponencial: у = a em que a é um número positivo 
diferente de 1. 

Ш, А função logarítmica: y = loga x em que a base do logaritmo 
é um número positivo a diferente da unidade. 

IV. As funções trigonométricas: 

у=мал, y=008%, у=! у=сш y= scs, 


у= cosc z. 


As funções trigonométricas inversas: 


Y 
у= аго clga, 


re send, Y= are созт, jmare tga, 


ге coser z. 


am sez, y 


Determinemos ûs domínios de definição e tracemos os gráficos 
das principais funções elementares: 


A função potência, y = xa, 


1. a é um inteiro positivo. A função é definida em cada 
ponto do intervalo infinito — «o < x < + «o. Os gráficos desta função 
para diferentes valores de а estão representados sobre as figuras 6 ¢ 7. 


D 
Hm 
Fig. û Fig. 1 


2. a é um inteiro negativo, Neste caso a função é definida 
para todos os valores de x excepto o valor x = 0, Os gráficos desta 
função para diferentes valores de a estão representados sobre as figuras 
8e9. 

As figuras 10, 11, 12 representam os gráficos das funções potência 
para а racionais fraccionários. 


A função exponencial, y = a, a» 0 е a#1. Esta função é 
definida para todos os valores de x. O gráfico desta função está 
representado sobre a figura 13. 


A função logarítmica, y = loga x, а> 0 e asl. Esta função 6 
definida para x > 0. O gráfico desta função está representado sobre а 
figura 14, 


As funções trigonométricas, Nas fórmulas y = sen х, etc, а variável 
independente x está expressa em radianos, Antes de dar a definição 
y. 


Fig. в Fig. 0 


de função periódica notemos que todas as funções circulares enume- 
radas são periódicas. 


Definição — 1. A função y = f(x) dizse periódica se existe um 
número constante C tal que o valor da função não se altere quando 
se junta (ou se subtrai) o número C à variável independente: | (x) = 


1 = C). 
Y D ta 
E esta 
ti. qum yer 
AN Ux 
Fig. 10 Fig, 1 Fig 12 


O menor destes números chama-se período da função. Designa- 
o-emos no seguimento por 2l. 

Resulta imediatamente desta definição que a função y = sen x é 
uma função periódica de período 2+: sen x = sen (x + 27). O período 
da função y = cos x é também igual a 2. O período das funções 
у =1 x e y = colg x é igual ат. 

As funções y = sen x e y = cos x são definidas para todos os 
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valores de x; as funções y = tg x e y = sec x são definidas para todos 


os valores, excepto nos pontos x=(2k + 1) 5 (k=0, 1, 2, 


funções y = cotg x e y = cosec x são definidas para todos os valores 
de x excepto nos pontos x = kw ( = 0, 1, 2, ...), Os gráficos das 
funções trigonométricas estão representados sobre as figuras 15 a 19. 


WWW E err 


Fig. 13 Fig. 14 


No decorrer das lições estudaremos em pormenor os gráficos 
das funções trigonométricas inversas, — «. 

Introduzamos a noção de função de função. Se y é uma função 
Че u, e u uma função da variável x, y depende então de x. Seja 


F(u) 


(x 


e y 


Deduzimos uma função y de x:y = Е [е 0]. 
Esta última chama-se função de função ou função composta. 


Exemplo", Seja y=sen u e uc x. A função у = sen (x) é uma 
função composta de x. 


Nota — O dominio de definição da função y = Fly (х)] € ou 
o domínio de definição completo du função и = p(x), ou a parte 
Jeste domínio no qual os valores de u pertencem ao domínio de 
definição da função F (u), 


Exemplo—2. O domínio de definição da função y = УТЕ" (у = VU, 
u=1=x) é o segmento [— 1, 1), visto que quando |x| > 1, u <O, е por 
а função VW não é definida (embora a função — seja 
a todos os valores de x). O gráfico desta função é a metade 
rcunferência de raio 1, cujo centro é a origem das coordenadas. 
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A operação «função de função» pode ser executada não sómente 
uma vez, mas um número arbitrário de vezes, Por exemplo, obtém-se 
a função composta у = Log [sen (x° + 1)] executando as operações 
seguintes (em definindo as funções seguintes): 

о u=s o, y=Logu 


Démos а definigio duma função elementar. 


Definição —2. Chama-se função elementar toda a função que pode 
ser dada com a ajuda de uma só fórmula do tipo y = f(x), onde a 
função f(x) é o resultado das combinações de funções elementares 
principais e de constantes realizadas com a ajuda das operações de adição, 


y 


Fig, 20 


de subtracção, de multiplicação, de divisão e de função de função; toda: 
as operações devem ser efectuadas um número finito de vezes. Resulta 
desta definição que as funções elementares fazem parte das funções 
definidas analiticamente. 


Exemplos de funções elementares 


E CEU 


eto, 
Exemplo de função nio elementar: 


A função y 1230 e (y = JU) não é uma função elementar visto 
que o númiro de operações que se deve efectuar para obter y cresce com m, 
isto 6, não é um número finito. 


Nota— A função representada sobre a figura 20 é uma função 
elementar se bem que ela seja dada com a ajuda de duas fórmulas: 


fG)—z s Оса 70 A, dani 


«se mostrar que esta função pode ser dada com а ajuda de 
uma única fórmula y = f (x), como indicada na definição 2. Com efeito, 
pode-se escrever: 


10=5(1-3) ++ 
para Û > < 2 
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$ 9. Funções algébricas 
As funções algébricas compreendem as funções elementares 
seguintes: 
1. Função racional inteira ou polinómio 
у= аг far... + an 


em que à, d, « an São números constantes chamados coeficientes; 
n é um inteiro positivo que se chama grau do polinómio. É evidente 
que esta função é definida para todos os valores de x, isto é, que ela 
é definida num intervalo infinito. 


Exemplos 1. су = ax + В é uma função linear. Quando b = O, esta 
função exprime uma dependência entre x e y tal que estas duas variáveis 
proporcionais, Quando а = 0, y = b a função é constante, 


# o “aco 
а) b) 


Fig. 21 


у= аг + bee é uma função do segundo grau. O gráfico desta 
é uma parábola (fig. 21). O estudo pormenorizado destas funções é o 
da geometria analítica. 


JL. Fracgdes racionais. Esta função é definida como o quociente 
de dois polimónios: 


Um exemplo de fracção racional é-nos fornecido pela função 


que exprime uma dependência inversamente proporcional. 

O gráfico desta função é dado sobre a figura 22, É evidente que 
a fracção racional é definida para todos os valores de x excepto, os 
valores para os quais o denominador se anula. 


HI Função irracional. Diz-se que a função y = f (x) € irracional, 
se [(x) 6 o resultado das operações de adição, de subtracção, de multi- 
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, de divisão e de elevação a uma potência racional não inteira. 


plicaçã 

Eis exemplos de funções irracionais: 
HVE, уус, e 
VA 4- 5z" 


Nora—1. Os três tipos de funções algébricas que acabamos de 
citar não esgotam todas as funções algébricas. Chama-se função algébrica 
toda a função у = f (х) que satisfaz uma equação do tipo 


Pay" + Py) y" +... Ph) 0 
onde Po (x), Pi (2), + «+ Р, (2) são polinómios de x. 


y y 
220 aco 
M 
0 ris eu 
0) D) 


Pig 


Pode-se demonstrar que toda a função pertencente a um dos três 
tipos citados verifica uma equação do tipo (1), mas entre as funções 
quc verificam as equações do tipo (1), existem funções que ndo 
pertencem a nenhum dos três tipos precedentes, 


Nota — 2. Chama-se funções transcendentes as funções que não 
são funções algébri 
Eis exemplos de funções transcendentes: 


= 10", eto, 


0 e cosz, 


10. Sistema de coordenadas polares 


Pode-se determinar a posição dum ponto do plano com a ajuda 
de um sistema chamado de coordenadas polares. 

Seja no plano um ponto O que se chama pólo e uma semi-recta 
saida deste ponto que se chama eixo polar. A posição dum рото 
arbitrário M do plano pode ser determinada com a ajuda de dois números: 
о número р que dá a distância do ponto M ao pólo, e o número е 
que é igual ao ângulo formado pelo segmento OM e o eixo polar. 


Adopta-se o sentido contrário aos ponteiros dum relógio como sentido 

positivo. 

Саа pim chamam-se coordenadas polares do ponto M 
ig. 23). 

О raio vector р será sempre um número não negativo. Se o Angulo 
polar y varia entre os limites O < y < 2«, então а cada ponto do plano, 
que não seja o pólo, corresponde um par bem determinado de números 
pe e. Para o pólo р = 0 c ¢ é arbitrário. 


2] 
ET. 
Fig. 23 Fig. 24 
Estabeleçamos as relações que existem entre as coordenadas polares 
е as coordenadas ortogonais, Suponhamos que a origem do sistema 


de coordenadas ortogonais coincide com o pólo e o sentido positivo do 
eixo Ox com o eixo polar. 


Resulta directamente da figura 24 que 
z—pcosq, U=psenq 


p=V +, [T 


Моа— Para determinar y, é necessário tomar em consideração 
o quadrante onde se encontra o ponto e escolher o valor apropriado 
de y. No sistema de coordenadas polares а equação p = F (y) determina 
uma curva. 


е inversamente 


pa 


Fig. 25 


Exemplo—1. A equação p=a em que a é uma constante, define no 
quens de Coe, pointen um cc, up eemo ead mo plo o lo 

equação dese circulo (бр. 25) num sitema de das ortogonais 
disposta como indica a figura 24, é: cad а 


үн 


=a ou ауа, 
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Exemplo — 2. 5. = Jerificar а iı 2110) 
эн miss Già рена. dag saltado, da N= ув ~ z 
Dispinkamos sob a forma de quadro os valores de p para certos е A s xi 
n, (log FT -Verificar a igualdade de 9(0)+9.0)=0 (ay) - 
01190 


safar) 


METER 


0 bmp 


"m + СЕ 


d representada sobre a figura 26. Esta curva 


Fig. 26 Fig. 21 


Exemplo — 3. p= 2a cos q. 


É a quicio dum círculo. de ralo a; culo ceno se encontra по ponto 
mma mU (fp 2D. Escrevamos à equação deste circulo mo sistema de 


Cardenal театрі, à A 
Wind nei equação p= ЗЕЙ, еш = E 


temas 
ou 
1, Seja dada a função f ()= x + 6r = 4. Verifica igualdades f (0) = 3, 
1622. 
2. f (х) = х? + 1, Calcular os valores: а) f (4) 
b (Va flar d (a 4 
e) f(a) 1 lr cop. 7 nf do 
3. ro- Formar as egentes: 9 ($) v sur 


ФЛИТ, Formar as espresões:: y (20) e 0 (0). 


à (iom loge o о) 
bio el 
8. Indicar o domínio natural de definição da função y= 2 1. 


9. Indicar os domínios naturais de definição das funções: 
a VIZA, D VERIA Ts. 


a VERVE DE 


o) are mna z, б y=logz, 
g) vara > 0). 

Construir o gráfico das funções seguintes: 
do 12, y=3-20. 


dye 


аз. уе 282 


My 15, y tene. 


10. усе 3а. 17, pardo, d& gm 


M. ye 279 


PE 


i 
З, vll 
v= log (1—4). 


2 make (245). 


A função f (x) é definida sobre o segmento [— 1; 1] da seguinte maneira: 
100 = 1-х pma —1<x<0; 
HIL para 02:21, 
40. A função f (x) é definida sobre o segmento 10; 2] da seguinte maneira: 
fiz) = x" mn ücrci 
f()-z раа { Cr <2. 
Construir as curvas dadas, em coordenadas polares. 


dp ==" hiperbólica). 


p 0º (espiral ogarfimica)- 
(lemniscato). 44, p 


(1 — cos q) (cardioïde). 


Capítulo п 
LIMITE E CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES 


$ L Limite duma grandeza variável. 
Grandeza variável infinitamente grande 


Vamos considerar neste parágrafo variáveis ordenadas de variação 
específica que se define pela expressão «a variável tende para um 
limite», No decorrer deste curso, a noção de limite duma variável vai 
representar um papel fundamental, estando intimamente ligada às noções 
de base da análise matemática: a derivada, o integral, elc, 


Definição — 1. O número constante a chama-se o límite da 
grandeza variável x, se, para todo o número arbitrariamente, pequeno 


1— ER 
Ln 
Fig. 28 


€ > 0, se pode indicar um valor da variável x tal que todos os valores 
consequentes da variável verifiquem a desigualdade 


|к—а|<е. 


Se o número a é о limite da variável x, diz-se que x tende para 

o limite а e escreve-se: 
aa vu илаа, (8. 

Pode-se definir igualmente a noção de limite partindo de consi- 
derações geométricas. 

O número constante a é o limite da variável x, se para toda a 
vizinhança dada, por mais pequena que seja, de centro a e de raio c, 
se pode encontrar um valor de x tal que todos os pontos correspon- 
dentes aos valores seguintes da variável pertençam a esta vizinhança 
(fig. 28). Citemos alguns exemplos: 


(*) «йт» abreviatura do latim limes que significa limite. 
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o a Ыы Ашына 
)|د‎ + (=| e 


Para є arbitrário, todos os valores consequentes da variável a partir 


de n definido pela relação Û <¢ ou n > Ê, verificam a desigualdado 


Imt n eqd: 


Notemos que no caso presente rid 
n EE presente а variável tende para o seu valor 


Exemplo—2. А variável x toma sucesivamente os valores 


ges 


Esta variável tem um limite igual à unidade. Com efeito, 
=| E a 1 4. 
t arbitrário a partir de n satisfazendo a relação 


hay 


donde 
>, 


nlog2> log. 


log E 


Qr valores seguintes de x verificam a desigualdade |, — 1 | — t. 
Notemos que neste caso о valor da variável é tanto maior, quanto 
' for do valor limit. A variável tende para o seu limite «oscilando à 
20 Nota — l. Como foi indicado no $ 3 do Capítulo I, a grandeza 
Constante c pole ser considerada como uma variável onde todos os 
Valores são iguais: x = c. 

E evidente que o limite duma grandeza constante é igual a 
өмә constante, visto que a desigualdade |х—с|=|с—с|=0<гс 
é empre satisfeita para e arbitrário, 
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Nota—2. Resulta da definição del limite que uma grandeza 
variável não pode ter dois limites. Com efeito, se lim x = a e 
lim x = b (a < В), x deve satisfazer simultáneamente às duas desi- 


gualdades seguintes: 
jz-al<e е |z—b|«e 
para e arbitrariamente pequeno; màs isto é impossível se є < PA 


fig. 29). 


Nota--3. Não é necessário imaginar-se que cada variável deve 
necessáriamente ter um limite. Seja x uma variável que toma suces- 
sivamente os valores 


1 
amd; el pi 


(fig. 30), Para k suficientemente grande, o valor de sh e todos os 
valores consequentes correspondentes aos indices pares serão tão vizi- 


1-8) 


7 


t EO 
rele 


Pig 21 


nhos da unidade quanto se queira, mas o valoris.) е todos os 
valores que seguem correspondendo aos indices “impares serão tão 
Minh de zero quanto se queira, Portanto, а variável x não tende 
para um limite. 

Sobressai da definição de limite que se uma variável tende para 
um limite a, a é uma grandeza constante. Mas а expressão «tende 
para» pode-se empregar igualmente para caracterizar um outro modo 
de variação de uma variável, o que transparece па definição seguinte. 

Definição —2. A variável x tende para o infinito, se para cada 
número. positivo dado M se pode indicar um valor de x a partir do 
qual todos os valores consequentes da variável verificam a desigual- 


dade |х| > M. i 
Se a variável x tende para o infinito, diz-se que é uma variável 
infinitamente grande e escrevesse x -> oo 
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Exemplo—3. A variável x toma os valores 
ЕЕЕ 


ze; red; аре 


É uma variável infinitamente grande visto que para М> 0 arbitrário 
todos os valores da variável a partir de um de entre eles são todos maiores 
que M em valor absoluto. 

A variável x «tende para mais infinito» ou x-» + co se para 
M > 0 arbitrário, a partir de um certo valor, todos os valores con- 
sequentes da variável verificam a desigualdade М < x. 


Um exemplo de variável tendendo para mais infinito é dada pela variável x 
que toma os valores z= ly from dre Fp me 


A variável x «tende para menos infinito» ou хэ — © se para 
M > arbitrário, a partir de um certo valor, todos os valores seguintes 
da “variável verificam a desigualdade x < — M. 


Assim, por exemplo, a variável que toma os valores 21 = — 1, #3 
im у ie ss ende para menos infinito. 


$2. Limite de uma função 


Neste parágrafo estudaremos certos casos particulares de variação 
de uma função quando а variável independente х tende para um 
limite а ou para infinito. 

Definição — 1. Seja y = f(x) uma função defi 
nhança do ponto a ou em certos pontos desta vizinhança. A função 
y = f(x) tende para o limite b (y — b) quando x tende para a (x =+ a), 
$e para cada numero positivo є, por mais pequeno que seja, se pode 
indicar um número positivo 5 tal que para todos os x diferentes de a 
e verificando a desigualdade (*) 


\т—а|<& 
a desigualdade 

Ти) — bie 
€ satisfeita. Se b é o limite da função f(x) quando x =» a, escreve-se 
então 


lim /(2) 


Ou [ (3) > b quando x a. 


V) No caso presente, temos em vista os valores de x que verificam a 
шнш: Lea ci € pertencendo ao dominio de definição de função 
No seguimento encontraremos frequentemente casos análogos. Assim, quando 
Nao o comportamento. duma. {unção para x => ce, pode aconiecer que 
A luna Si fida ara o valores meros e positivos dex, Por omes 
US UE tomando valores positivos заков, No seguimento superemos 

ue esta condição é sempre realizada. di ” 


PA E 
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O facto de f()>b quando xa traduz-se no gráfico da 
função y = f (x) da seguinte maneira (fig. 31); visto que da desigualdade 
[x= aj < 5 resulta a desigualdade |f (х) — b| < є, então os pontos М 
do gráfico da função y = f (x), correspondentes a todos os pontos x 

cuja distância até ao ponto a é 
interior a 8, estão contidos numa 
faixa de largura 2e delimitada pelas 
rectas yz b-t e y=b +e. 


Nota—1. Pode-se igualmente 
definir o límite da função f(x) 
quando x= a, da seguinte maneira, 

Seja uma variável x tomando 
walores tais que (ordenados de tal 
maneira que) se 
[X i£ —a| I2" ај, 


então 2** 6 um valor consequente ез" um valor antecedente. Se 


[aj dE"—a| e 


| então z** é consequente е 2* antecedente, 
Doutro modo, de dois pontos da recta numérica o ponto conse- 
quente é aquele que está mais perto de а, Se os pontos estão а igual 
distância de a, o ponto consequente será aquele que se encontra à 
reita de a, 
Seja uma variável x ordenada desta maneira e tendendo para о 
| limite а [х->а ou lim x = a] A 
Consideremos a variável у = (x). Além disso, admitamos duma 
vez para sempre que de dois valores da função o valor consequente 
$.0 que corresponde ao valor consequente da variável x. 
Se uma grandeza variável y, definida como foi acima indicado, 
tende para um limite b, quando х = a, escreveremos então 
lim ў (2) =b 


e diremos que a função у = f(x) tende para о limite b para x— a. 
Demonstra-se facilmente que estas duas definições de limite são 
equivalentes, 


Nota—2. Se f(x) tende para o limite b, quando x tende para 
um número a tomando apenas valores menores que a, escreveremos. 
então lm [(9) = b e chamaremos b o limite à esquerda da função 


16) mo ponto a. Se х toma valores maiores que a escreveremos 


então lim f(x) = by e chamamos bs o limite à direita da função no 
ponto a (fig. 32). 

. Pode-se demonstrar que se os limites à esquerda e à direita exis- 
tirem e forem iguais, isto 6, 5, =b, = b, então b é o limite desta 
função no ponto a no sentido definido acima. Inversamente, se uma 
função tem um limite b no ponto a, os limites desta função по 
ponto a à esquerda e à direita existem e 


são iguais. " fla) 
Exemplo—1. Mos 
ПА Меин 
~ Com efeito, seja е>0 di | 
arbitrário para que a desigualdade o AM |+ 
фе+)—т|<е ml) 
seja satisfeita, é necessário que sejam satin- ү 
feitas as seguintes desigualdades: "m a m 
БАБО 
Pig. 32 


Assim para e arbitrário e paca todos os valores da variável x verificando а 
desigualdade |х—2|< 30 o valor da função 3x +1 difere de 7 pelo 
menos de e Ino significa. justamente que 7 € o limite desta função para 
Nota—3. Para а existência do limite de uma fı 
А unção 
з-за, não 6 necessário que а função seja definida no ponto tcm 
Quando calculamos um limite, devemos considerar os valores da função 


na vizinhança do ponto a, mas dif 
Bernar do ponto а mas еее de а Шо é clramente 


Exemplo —2. Mostremos que lim 


=4. Aqui a função SÍ 
Mo é definida para x =2. 3 


Devemos demonstrar que para € do 
que Dmm demonarar que para e arbimiro se pode indicar um аш 


EM 

3 

2| <8. Mas para x#2, a desigualdade (1) 6 equivalente à 
@—2Це+® 


|<: m 
dede que [x — 
рый: 


(+A <e a 


" 
la=aj<e, 
M. a desigualdade (1) será satisfeita qualquer que seja e se а desi- 


Пу ё ane (aqui a = 6) To aeniea que o 
баш lo x tende para 2. s E a 
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Consideremos “ainda certos casos de variação duma função 
quando x tende para o infinito. 

Definição —2. A função f(x) tende para o limite b quando 
x» o se para cada número positivo c por mais pequeno que seja 
se pode indicar um número positivo № tal que para todos os valores 
de Y verificando a desigualdade |x| > М a desigualdade |/ (x) — b| < € 
é satisfeita. 


Exemplo — 


Mostremos que 


on que lim 


Ja 
É necessário demonstrar que, qualquer que seja e, a desigualdade 
1) |< о 
será satisfeita desde que |x| > М, onde N € definido pela 
A desigualdade (3), é equivalente A desigualdade seguinte: | i 
satisfeita se se tiver 


up 


л 


то significa quo lim (1+ 


[x 
A significação dos símbolos х-э ө e x=» — «e torna evidente 
a das expressões 
af (x) tende para b quando x— + s» € 
af (x) tende para b quando x» — «o», 
que se nota simbólicamente por 
lim f(2) lim /()=0. 


$ 3. Funções que tendem para o infinito. 
Funções limitadas 


Estudámos os casos em que a função f(x) tende para um certo 
limite b quando x +a ou x> o. 

Consideremos agora o caso em que a função y = f(x) tende para 
infinito quando a variável x varia duma certa maneira. 


Definição —1. A função f(x) tende para ò infinito quando 
x — a, isto é, f (x) é infinitamente grande quando х = а, se para Cada 
número positivo M, por maior que seja, se pode encontrar um númer 
8 > 0 tal que para todos os valores de x diferentes de a e veri 
cundo a condição | — a| < 8, a des'gualdade |f (x)| > M é satisfeita, 
Se f(x) tende para infinito quando x > a, escreve-se: 


fa) = =, 


ou f(x) 9 ю quando ха. 

Se f(x) tende para o infinito quando x =+ a, tomando apenas 
valores positivos ou valores negativos, eserevese respectivamente 
lim [() = +o e lim f() = — o. 


Exemplo—|. Mowremos que lim (|. „= + ®. Com efeito, qualquer 
s (12) 
que seja M > O teme: 1 
a >м 
mom 
desde que 
ou 
и- 
A função apenas toma valores positivos (fig. 34). 


e 
Exemplo —2. Mostremos que lim. ( 
Mja M0 temse 


ELI 


dado que 


<ir 


aif |) >o para x<0 e (Ê) «o para x>0 (fig 39 
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Se a função f(x) tende para infinito quando x-» e, escreve-se: 


lim /(2) = 00 


e, em particular, pode-se ter 


lim 7 (0) = co, lim (Y= 
Por exemplo, 
PO سک‎ oo, dim É 


Nota—1. Pode acontecer que a função y = f (x) não tenda nem 
para um limite finito nem para infinito quando x ға ou x= 00. 


y 


Figo 34 Pi 
Exemplo—3. A função y = sen x é definida no intervalo infinito 


СХ oe, mas não tende para um limite finito ou para infinito 
quando x> +o (fip 30. 


| n 


Fig. 30 


A função y = sen 1 que 6 definida para todos os valores 
de x, excepto x=0, não tende para nenhum limite finito ou infinito quando 
X0. O gráfico desta função está representado na figura 37. 
Definição—2. A função y=f(x) diz-se limitada no domínio 
de definição da variável x, se existe um número positivo M tal que 


para todos os valores de x pertencentes a este domínio a desigualdade 
|! о) | < M é verificada. Se tal número não existe, diz-se que a função 
10) não é limitada neste domínio. 


Fig. 37 


Exemplos. A função у= sen x, definida mo intervalo infinito 
— «ac + ж, d limitada, visto que para todos os valores de х 


[nz | <1 = м. 


Definição —3, A função f(x) diz-se limitada quando x » a, se 
existe uma vizinhança de centro a na qual a função é limit 


Definição — 4. A função у = f (x) diz-se limitada quando x => m, 
se existe um número N > 0 tal que, para todos os valores de x verifie 
cando a desigualdade |х| > М, a função f(x) é limitada. 

O teorema seguinte permite concluir se a função f(x), quando 
tende para um limite, é limitada ou nào, 


Teorema— 1. Se lim f(x) 9 b e se b é um número finito, a 


função f(x) é limitada quando x= а. 
Demonstração — Resulta da desigualdade lim f(x) =b que para 


lodo e > 0, existe um número 3 tal que na vizinhança a — 2 < x < a + 8 
N desigualdade 
11()—b1<e 
ou 
[CIS 
СЯ 
Isto exprime justamente que а função f(x) € limitada quando 
rm 
Nura —2, Resulta da definição de uma função limitada f(x) 
lim f(2) = оо ou lim / (2) = cor 
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isto é, se f (x) é infinitamente grande, a função não é limitada. A pro- 
priedade inversa não é verdadeira: uma função não limitada pode 
não ser infinitamente grande. 

Por exemplo, a função у= х sen x não é limitada quando 
х æ, visto que para todo М> 0 se pode indicar valores de x 
tais que |х sen x| > M. Mas a função y = x sen x não é infinita- 


Fig 38 


mente grande visto que ela se anula nos pontos х= 0, т, 2r o. 
O gráfico da função у= х sen x é dado па figura 38. 


Teorema —2. Se lim 10) = b40, a função y = E é limi 


tada quando x =» а. 


Demonstração — Resulta das condições do teorema que qualquer 
que seja o número £ > 0 se tem numa certa vizinhança do ponto 
x-a|f()—b|ccou'fG)|-|b|| &eou —e«|f()! —]|b| «c 
vu (PI~e< If] [b e. 
Resulta destas desigualdades: 
1 1 1 


= ЖИ er м 
[== Heo ge 


“Tomando, por exemplo, e = j| temos: 


A Y. A 0 
ION 


Isto exprime que a função —* 6 limitada. 
fe 
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$ 4 Infinitamente pequenos e as suas 
propriedades fundamentais 


Neste parágrafo vamos estudar as funções que tendem para zero 
quando o argumento x varia duma certa maneira 


Definição — Diz-se que а = а (х) é um infinitamente pequeno 
quando х >a ou quando x + o se lim а(х) = 0 ou lim a(x) = 0. 


"i 


Fig. 39 Fig. 40 


Resulta da definição de limite que se, por exemplo, se tem 
m а(х) = 0, então para todo número positivo e arbitrariamente 


pequeno, existe um 3>0 tal que para todos os x satisfazendo a 
desigualdade |x -a| <3 se tem |а(х)|< e: 

Exeplo— 1. A função a = (x — 1) é um infinitamente pequeno quando 
кәл, porque lim am lim (a = D 0 (fig. 39) 


\ 
Exemplo—2. A função a=- é um infinitamente pequeno, quando 
ж (б 40) (ver Exemplo—3. 6 2 
Demonstremos agora a importante proposição seguinte. 


Teorema 1, Se a função y = t(x) puder ser posta sob a forma 
da soma dum número constante b e dum infinitamente pequeno a: 


bpa, (1 


então 
lim y = b (quando xX +a ou x-» e). 


Inversamente, se lim y = b pode-se escrever y =b + a onde а é 


um infinitamente pequeno. 


Demonstração — Resulta da igualdade (1) que |y — | = la |. Mas 
qualquer que seja г, todos os valores de a a partir de um certo 
valor verificam a desigualdade |а| < є, e, por conseguinte, todos os 
valores de y a partir dum certo valor verificarão a desigualdade 
b|« c Isso significa justamente que lim y = b. 
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Inversamente: se lim у = Б, então qualquer que seja e para todos 
os valores de у a partir de um deles tem-se |y — 5| < e. Façamos 
у— Б = а, então para todos os valores de a a partir de um deles 
tem-se |a| < c, е a é um infinitamente pequeno. 


Exemplo—3. Seja a função (fig. 40 
wt, 
então 
lim yt. 
Inversamente, se 
limy d 


podemos exprimir a variável y sob a forma da soma do seu valor limite | 
TIT 


є de um infinitamente pequeno a 


иа. 
Teorema—2. Se а = а(х) tende 
para zero para хэ а (ou para хэ ®) 


e não se anula, então y= $ tende 
para o infinito. 


Demonstração — Para todo M > 0 
arbitrariamente “grande a desigualdade 
~L- > M é verificada desde que a desi- 
gualdade |a| < jj é satisfeita, Esa última desigualdade 6 satisfeita 
para todos os valores de a a partir de um deles, visto que a (x) + O. 


Figo A 


Teorema —3. A soma algébrica de um número finito de infinita» 
mente pequenos é um infinitamente pequeno. 


Demonstração — Estudaremos o caso de dois infinitamente peque- 
nos, pois para um número maior de infinitamente pequenos a demons- 
tração é a mesma. 

Seja u (x) = 0. ре 


monstremos que para е > 0 arbitrariamente pequeno se pode encon- 
trar um 8>0 tal que a desigualdade |x — a| < 8 implica а desi- 
gualdade |4| < e. Sendo а(х) um infinitamente pequeno podesse 


(1) +A) onde lim а (0) = 0, lim 8) 


encontrar um ô tal que na vizinhança de centro a e de raio $, se tenha 
e 


пе (2) < 


Sendo f (х) um infinitamente pequeno, numa vizinhança de centro 
e 


a e de raio ê, ter-se-á: |B (x)| < 
“Tomemos 8 igual ao menor dos dois números 8, e 3. Então para 


uma vizinhança de centro a e de raio ê tem-se |а| <: |B |<. 


Por conseguinte, teremos nesta vizinhança 
=e В| 091-1091 + 


isto é Ju|<e, c.q.d, 
Demonstra-se dum 


maneira análoga о caso 


lim f (2) — 0. 


lim c (7) =0, 


Nota — Com o decorrer das lições, teremos de considerar somas 
de infinitamente pequenos tais que o número de termos aumenta pars 


lelamente ao decréscimo de cada um deles Neste caso o teorema 
precedente pode ser tomado por defeito, Consideremos, por exemplo, 


a soma de x termos u 


& i onde x apenas toma 


valores inteiros positivos (x = 1, 2, .., m ..). È evidente que cada 
termo é um infinitamente pequeno quando x=» so, mas a soma u= L 
não о é, 


Teorema — 4, O produto dum infinitamente pequeno a = а (х) 
por uma função limitada z = z (a) é um infinitamente pequeno quando 
А-а (ou x> 00). 

Demonstração — Daremos a demonstração para o caso de x> a. 
lese indicar um número M >0 tal que numa certa vizinhança 
ponto х = а a desigualdade |Z| < M € satisfeita. Para cada ¢ > 0, 


ese encontrar uma vizinhança onde a desigualdade |a| < 3 é 


eia. Para todos os pontos da mais pequena destas vizinhanças 
yet 

а Ме 

ш м 


О que exprime que az é um infinitamente pequeno. A demons- 
lo é idêntica para о caso em que х= co. Do teorema demonstrado 
resta: 

Curulário — 1, Se lim а = 0, lim В = 0, então lim «В = 0, po 
we Hr е uma função limitada. Este resultado estende-se ао са 
vo finita qualquer de infinitamente pequenos. 
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Corolário—2. Se lima=0 e c=const, então lim ca = 0. 

Teorema —5. O quociente E de um infinitamente pequeno 
а (x) e duma função cujo limite é diferente de zero é um infinitamente 
pequeno. 


Demonstração — Seja im (9) = 0, lim сд) = 6560, Кеша 
do teorema 2 $ 3 que ду é uma variável limitada, Eis porque a 
2) é o produto dum infinitamente pequeno 


fracção E) a) су 
logo é um infinitamente pequeno. 


por uma grandeza limit 


$ 5. Teoremas fundamentais sobre os limites 

Neste parágrafo bem como no parágrafo precedente teremos 
de considerar funções que dependem duma mesma variável indepen- 
dente x e para as quais x -»a ou x» оо, 

Daremos а demonstração para um destes casos, visto que a 
demonstração do outro caso é semelhante. Por vezes não escrevemos 
já xa ou x-» wo subentendendo um ou outro. 

Teorema — 1. O limite da soma algébrica de dois, de três ou 
dum número finito qualquer de variáveis é igual à soma algébrica dos 
limites destas variáveis: 

lim (иу +++ Аш) = limi + ++ F Иши. 

Demonstração — Daremos a demonstração para o caso de dois 
termos, visto que cla se estende da mesma maneira а um número 
qualquer de termos. Seja lim u, = a, lim us = a, Então em virtude 
do teorema 1 $ 4 pode-se escreves 

а аз Us = + a 
onde e, e аы são infinitamente pequenos. Por conseguinte, 
uy nam (а + а) + (о + б). 


Como (a, + ш) é uma constante e (m + a) um infinitamente 
pequeno, pode-se escrever sempre baseado no teorema | $ 4 que 


Vin i, + a) = a, + as = lim us + Him us. 


EI 


Teorema —2. O limite do produto de dois, de três ou de um 
número finito qualquer de vuriáveis é igual ао produto dos límites 


LIMITE E CONTINUIDADE DAS FUNCORS 49 


destas variáveis 


Yim ‘ug: ++ -uy = limo limus... шц. 


Demonstração — A fim de não complicar a demonstração consi- 
deraremos o caso de dois factores, Seja lim u, = ay, lim us = 
Então, 


mata шафа 
иш = (a, + a) (аз 06) = аа, + ay + ащ t. 


O produto аа; é uma constante, Com base nos t&bremas do 
$ 4 a expressão mas + asa, + а é йт infini 
conseguinte, lim шш = аа, = lim u, lim из. 


Corolário — Pode-se tirar um factor constante de debaixo do 
sinal de limite, Com efeito, se lim и, = a, е c é uma constante 
tem-se, por conseguinte, lim е = e, donde lim (cu) = lim c-lim а, = 
m elim us, с q d. 


Exemplo 2. lim 523—5 lim x 


E E 

Teorema —3. O limite do quociente de duas variáveis é igual 
quociente dos limites destas variáveis, se o limite do denominador 
diferente de zero. 


58-40. 


se lim ese 0, 


Demonstração — Seja lim и = a, lim v = b #0, Então u = a + 
¥= b+ f onde a e B são infinitamente pequenos. 
Escrevamos a identidade 


tutto а (ажа а) а ab — Ва 
vo b+p b Vo+p b) b B+) 
ou 
ua, ab-pa 
TEO 
a des 
А fracção 7. é um número constante e a fração фур é 


ШШ» © teoremas 4 е 5 do B 4 um infinitamente pequeno, vio 


minador b (b + 8) é igual a bî 520. Logo, lim += 
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Exemplo — 3. dade |v =b|<e é também satisfeita. Na mais pequena destas vizi- 
NUM 3445 в nhanças as desigualdades 
ind —equ-b<e e —e<v=b<e 


= E 


Utilizamos aqui o teorema relativo ao limite do quociente de duas fun- 
ções, porque o limite do denominador é diferente de zero quando x> 1. Se o 
limite do denominador é igual a zero, não se pode servir deste teorema. 
E necessário neste caso fazer um estudo detalhado. 

лето — ontrar o limi 2 o co 

Esemplo—4, Encontrar o limite lim ES Aqui o numerador 
denominador tendem para zero quando 1232. Eis porque o teorema 3 não 
pode ser aplicado. Efectuemos as transformações seguintes: 


4-2 2۳2 iy 
2—2 


È lícito efectuar-se esta transformação para todos оз х diferentes de 2. 
Eis porque, se pode escrever, partindo da definição de limite: 


2 im 04. 


Exemplo-— 5. Encontrar o limite lim Quando xl, o deno 


x 
minador tende para zero, enquanto que о mumerador tende para 1. Logo, O 
limite da variável inversa é igual a zero, isto é, 
lim (2—1) 
lim 
ES 


Logo, teremos em virtude do teorema 1 do parágrafo precedente 


Jim Rr eco. 
IG 
Teorema —4. Se as funções u = u (X), z = z (x), v = v (x), estão 
ligadas entre si pela dupla desigualdade u < z & v e se u(x) e у(х) 
tendem para um mesmo limite b quando x> a (ou х= 00), então 
z = 2(x) tende também para o mesmo limite quando x э а (ou x » 00). 


Demonstração — Para fixar ideias vamos considerar a variação da 
função quando х а. Resulta das desigualdades и < z < v 


u—b<:—b<v— 
segundo as condições do teorema 
limu=0, limv=b. 


Por conseguinte, para todo e > O pode-se indicar uma vizinhança” 
de centro а onde a desigualdade (и — | < e é satisfeita; do mesmo 
modo, pode-se indicar uma vizinhança de centro a onde a desigual- 


serão satisfeitas e, por conseguinte, as desigualdades 


=e<i—b<e 
serão satisfeitas, isto é 


limz 
ami 
Teorema —5. Se a função y não toma valores negativos y > 0 
quando x-»a (ou x=» co), e se ela tende para um limite b, então, 
este número b não é negativo: b > 0. 
Demonstração — Suponhamos que b é nega- 
tivo b <0, então, |y — ^| > |b], isto €, que o 
valor absoluto da diferença | y — b| é maior que 
o número positivo |6| e, por conseguinte, nào 
pode tender para zero quando x > a, Mas então, 
quando x => a, y não pode tender para b, o que 
é contrário à hipótese, Logo, a suposição de 
que b < 0 conduz-nos a uma contradição, Por 
Fig. 42 conseguinte, b > 0. 
Demonstra-se, duma maneira análoga, que se y < 0, lim y < 0. 


Teorema — 6. Se as funções u = u(x) e v = у(х) satisfaxem à 
igualdade v > u e se os limites destas funções existem quando 
а (ou x= co), então, lim v > lim u. 

Demonstração — Segundo а hipótese v — u > 0 e em virtude do 
а 5 lim (v — и) > Ô ou lim v — lim u > 0, isto é, lim v > lim u. 

Eremplo—6. Mosttomos que lim sen x= 0, 

| Vê-se Segundo a figura 42 que se O4 =1, x>0, então, AC = sen x, 


X, sen x x. В evidente que se x <O, [sen x|«]x|. Resulta destas 
dades, em virtude dos teoremas $ e б, que lim sen x = 0. 


lduemplo—7. Mosremos que lim sen = 0, 
Com efeito, | en ESSI logo, lim sen 0. 
Летно —%. Mostremos que lim cos x = 1. Notemos que 


coi 2 sent +, 
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No decorrer d estudo das questões relativas ao limite de certas 
variáveis, é-se conduzido a resolver os dois problemas seguintes: 


1) Demonstrar que o limite existe e determinar os extremos entre 
os quais está comprendido esse limite; 
2) Calcular esse limite com o grau de precisão desejado. 


A resposta à primeira pergunta é muitas vezes dada pelo teorema 
seguinte, 


Teorema —7. Se a variável v é crescente, isto é, se todos оз 
seus valores consequentes são maiores que os valores antecedentes, е 
se ela é limitada, isto é, y < М, então, esta variável tem um limite 
lim v= a onde a <M, 
Pode-se enunciar um teorema análogo para as variáveis decres- 
centes. limitadas, 
Não damos aqui a demonstração deste teorema, porque ele exige 
ção da teoria dos números reais que não desenvolvemos neste livro, 
Nos dois parágrafos seguintes, calcularemos 
os limites de duas funções tendo uma larga 
aplicação em análise matemática, 


c 
sen x 


$ 6. Limite da função quando x ¬» 0 


x 


Esta função não é definida para x = 0, 

^. visto que о numerador e o denominador da 

Fig. 49 fracção se апшат neste ponto, Calculemos o 
límite desta função quando х =» 0. Consideremos 

a circunferência de raio 1 (fig. 43). Designemos por x o Angulo ао 


centro MOB; temos 0 < x < J. Resulta imediatamente da figura 43: 
área do triângulo МОА < 
< área do sector MOA < 
< área do triângulo СОА. (1 
Area do triângulo MOA = 1 04-MB = 


Area do sector МОА = $04 -AM = y-t- 


Área do triângulo COA = F04:40= pu 


Simplificando port, a desigualdade (1) transforma-se em: 
sena laz. 
Dividamos todos os membros por sen x: 


Obiivemos esta desigualdade supondo a > 0. 
Notemos que аса. 3002 ¢ cos (— х) = соз x, 


Logo, а desigualdade € REA verificada para x < 0, Mas lim cos ху 1, 


lim 1-1 


D * E 


Fig. 44 


Por conseguinte, a variável “BZ está compreendida. entre (yas 
veis que tendem para um mesmo limite igual a 1. Assim, em 
lo do teorema 4 do parágrafo precedente 


lim 27 


o ох 


O gráfico da função y= SEE está tragado sobre а figura 44. 


Bsemplos — 
y tm EE 


war) y con 
i SkA Е to 
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$ î. O número е 
Consideremos a grandeza variável 


(uy 


rud 6 uma variável crescente tomando sucessivamente os valores 


Teorema —1l. A variável ( + DL ит limite compreendido 
entre 2 е 3 quando n> ж. 


Demonstração — Segundo a fórmula do binómio de Newton pode- 
mos escrever: 


бз 
(jenen. 
E o 


Efectuando certas transformações algébricas evidentes (1), encon- 


tramos: 
1 1 1 
و ف‎ ү pa 
^ «s zal ) 


C- | 
(1 


(es 


(e) 


(2 


Verifica-se desta última igualdade que a grandeza variável 
(1 + x) 6 uma variável crescênte qüindo.n cresce, Cóm efeito, 


quando se passa do valor n ao valor п + 1 cada termo desta soma 


aumenta 
1 1) tl 1 ) 1 
Ald PA ү NN 
al п) E 3V ati 


e mais um novo termo aparece. (Todos os termos do desenvolvimento 
sáo positivos.) 


Mostremos que a grandeza variável (1 + =) é limitada, No- 


uno que (1-4) ti( 
expressão (2) a desigualdade 


< 1, ele, obtém-se da 


CHESTE 
п E 


Por outro lado, 

E F 
1234 9" 12 
Podemos escrever a desigualdade 


(144) RA 
n 3 
MESE AP 


Os termos que sublinhamos constituem uma progressão geométrica 


de razão a-le cujo primeiro termo é а= 1. Daí 


ү Do Ж 
(144) eii +e 


971 
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Por conseguinte, para todos os n temos: 
( # 1) <a 
Resulta da desigualdade (2) 
(1 + jy >2 
Assim deduzimos a dupla desigualdade 


"nem " 


Provamos que a variável (1 + +) € limitada, 


Recapitulando, vemos que a variável (1 bm) € чекеме е 


limitada; segundo o teorema 7 do $ 5 ela tem um limite. Designa-se 
este limite pela letra e. 


Definição — Chama-se número e o limite da variável (1 + 1) 
quando ns. м 
ın + o 


Resulta da desigualdade (3), em virtude do teorema 6 § 5, que 
o número e verifica a dupla desigualdade 2 < e < 3. O teorema está 
demonstrado. 

O número e é um número irracional. Indicaremos no seguimento, 
um método que o permite calcular com a precisão desejada. O valor 

Go 
aproximado deste número a menos de (8) " 
e= 27182818284, 


Teorema —2. A função (1 + 
x tende para o infinito, isto é, 


ar 


rr ello lor шел гун a 
mE E 


) tende para o limite e quando 


Demonstração — Provamos que (1 н) > e quando n tende 
para infinito tomando valores positivos inteiros. Suponhamos agora 
que x =» « tomando valores fraccionários ou negativos. 

1) Seja хә + ©. Cada valor de x está compreendido entre dois 
números positivos inteiros: 
n<r<n+t. 
Neste caso teremos as desigualdades seguintes: 
lisboa. 
n rond 


1 1 1 
,وارك 
nn‏ اا چ 


COCER CES 
п E п+1 
Se x =, é evidente que n=» co. Calculemos о limite das variá- 


veis entre as quais está compreendida a expressão ( 


ale” 


= lim (+3). lim (1 + == 


wet atm 


NONI 


mr 


e ыл 
tim (+) 
um (+ 

logo, (segundo o teorema 4 $ 5) 

на (+2) eT (4 
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j — co, Introduzamos uma nova variável г = — (x + 1) 
i Ven (X 1), Quando {+ + co tem-se хэ — s. Pode-se 


a) 


em 
= lim (++) = lim 


O teorema está demonstrado. O gráfico da função y -(( + 
está tragado sobre a figura 45. 
y 


33 т 


Fig. 45 


Se ve pe Û =e na igualdade (4), tem-se a-»0 (mas а 0) 
quando x > « e tem-se 


1 


lim(1+a)% =e. 


m 
9 dm (145 lim (4) (4) 
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pre (ii (et) (re 


de (13) te (192) t (7 nn 


o am (+E) m (0) 


oo 


ds (nh 


хораз 


im (145 


а венн 


de (ee (p (enn 


$ 8. Logaritmos neperianos 
Definimos no $ 8 do capítulo T а função logarítmica y = log, z. 
O número a chama-se base do logaritmo. Se a = 10, у chama-se о 
logaritmo décimal do número x que se designa pela notação y = log x. 


У Pr 


Fig. 46 


Conhece-se as tábuas dos logaritmos decimais a partir do curso do 
ensino secundário; estas tábuas chamam-se tábuas de Briggs, do nome 
do sábio inglés Briggs (1556 — 1630). 

Chama-se logaritmos naturais ou logaritmos neperianos aos loga- 
ritmos cuja base é o número е = 2,71828..., do nome de um dos 
primeiros inventores das tábuas de logaritmos, o matemático Neper 
(1550-1617) (*). Logo, se e! = x, y dizse o logaritmo natural do 
número х, Escreve-se então у = Log x, em vez de у = log, x. Os 
gráficos das funções y = Log x e y = log x são dados sobre. a 
figura 46. 


(*) As primeiras tábuas de logaritmos foram elaboradas pelo matemático 
suiço Bürgi (1552-1632) com uma base vizinha do número e. 
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Estabeleçamos agora a relação que existe entre os logaritmos deci- 
mais e naturais de um mesmo nümero x, 

Seja у = log x ou x = 10%, Tomemos o logarítmo da base e dos 
dois membros desta última igualdade, Encontramos Log х = y Log 10. 


donde AS x. Substituindo y pelo seu valor tem-se 


imo natural do número x, obtém-se 
o seu logaritmo decimal multiplicando o logaritmo natural de x pelo 
factor M Toys 0434294 que é independente do nümero x. 
O número M chama-se módulo de transição dos logaritmos naturais 
aos logaritmos decimais: 


logr= M-Logz. 


Pondo nesta igualdade x = е encontrasse o valor do número М 
expresso com o auxilio dos logaritmos decimais: 


loge M (Loge = 1). 
Os logaritmos naturais exprimemese com o auxílio dos logaritmos 
decimais pela fórmula: 


Loge = 


onde 

1 

— = 2.302585, 
M 


$ 9. Continuidade das funções 


Seja y = f (a) uma função definido 
para o valor x = ay e numa certa vizi- 
nhança de centro xo Seja у = f (x), 

Sc se dá à variável x um acrescimo Ax ' o ou negativo 
(isso não tem aliás nenhuma importância), cla fica xo + Ax, e a 
função y sofre igualmente um acréscimo ду. O novo valor da função 
€ у, + Ау = [Gs + Ал) (fig. 47) 

O acréscimo da função é dado pela fórmula 


Ay = f (to + Az) — f (ш). 


Definição—1. A função y = f (x) diz-se contínua para o valor 
x = хо (ou no ponto x = x se ela está definida numa certa vizi- 


Fig. 47 


nhança do ponto x, (e igualmente no ponto x) e se 
lim Ay=0 [0] 
ош, 0 que 6 о mesmo, 
lim [f (zo + Az) — $ (29] == 0. [7] 
Geomitricamente a continuidade duma função num dado ponto 
significa que a diferença das ordenadas do gráfico da função y = f (x) 
nos pontos xo + Ax e x, é arbitrariamente pequena em valor absoluto 
desde que [ах | seja suficientemente pequeno, 
Exemplo-.l, Provemos que a função у ==? @ continua em todo o 
ponto xy. Com efeito, 


mah vor Ap nce MD 
ay = (o A) rim Dro dat, 
мА + Azt) = lim Аг. lim Az=0 
Jim درد‎ Jim, عدم‎ Ast) e ша, A Jl Ae ша, 


о (v. fig 48, а, b) 


independentemente da maneira como Ал tende para 


Y| 4220, 4020 Y| 220, д0<0 
Ay 
Ar 
г a5 E 
a » 


Fig. 48 


Exemplo 2. Mostremos que а função y = sen x é contínua em todo 
о ponto Xy. Com efeito, 
помало, yo+ dy = sen (so Аз), 


Ar 
av= en (rot Aaj — ntn cos (aot E) - 

— T 
(+E) é limitada. Logo, lim, ay = 0. 

Por raciocínios análogos aos dados nos exemplos 1 e 2 poder- 
scia, considerando separadamente cada função elementar, demonstrar 
o teorema seguinte. 

Teorema — Toda a função elementar é contínua em todo o ponto 
onde ela é definida, ^ 


в CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


A condição de continuidade (2) pode escrever-se como se segue: 


Jim /® + A= (a) 
ou 
lim f(a) =, 
e À 
z= lim z 
Por conseguinte, pd 
Jim 70) m fim а), % 


isto é, que para encontrar o limite duma função contínua quando 
iioi basta substituir а variável x na expressão de f(x) pelo seu 
valor х, 


Exemplo—3. A função y = xi é e ч 
ER. nção y contínua em todo o ponto x, e, por 


lim 2828, limzt—31—9, 
e. Бе] 


Exemplo—4, А função у sen x é contínua em todo o ponto e, por 


€ 
х yi 
ligas se Ff 

| 


Exemplo. А função, у= 
coe ^ plo y mas 6 conim em todo о pono « por 


Jim ex 


Exemplo 6 lim EEG. = Jim Log (+a) lim Log aj?) 
Ora mae mim e; a função Log £ é contínua para 2>0 e, por 
і i 
conseguinte, para z = e, tem-se lim Log [(1-+ 2)" 


Log [lim (42) Log e— t 


Definição — 2. Uma função у = f (x) contínua em todo o pont 
do intervalo (a, D), onde a < b, dizse continua neste intervalo. о 
Se a função é definida para x =a e se lim f(x) = f (a), diz-se 


pee 


que a função f(x) é continua à direita no ponto x = a. Se lim f (x) = 
4 


= f(b), diz-se que ela é contínua à esquerda no ponto x = b. 

Se a função f(x) é contínua em cada ponto do intervalo (a, 5), 
bem como nas extremidades desse intervalo, diz-se que a função f(x) 
é contínua no intervalo fechado ou no segmento (a, b. 
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Exemplo—7. A função y = x1 é contínua em todo o intervalo fechado 
fa, bl, о que resulia directamente do exemplo 1. 

Se uma das condições que exige a continuidade пйо é satisfeita, 
isto é, se а função f(x) não está definida no ponto x = х, ou que 
o limite lim F(x) não existe neste ponto, ou seja, ainda que 
lim | (3) f(x) quando х tende arbitrariamente para x, se bem que 
ds “expressões à esquerda e à direita da desigualdade existam, a 
função y=f(x) dizse descontinua ao ponto x = x. Neste caso о 
pato ве ponto de descomihilidade da fundo. 


Exemplo—8. A função y=L é descontinua no ponto x=0. Com 
eleito, para x= 0, а função não é definida: 


lim = +оо: 

EE * 
(er Ma, 35) Мече felmente que ea função é definida para todo o valor 
dea 


Exemplp=—9. A função y=2% é descontinua по ponto х= 0. Com 


efeito, lim e slim, 27е O, Para aO а função não é definida (fig. 49). 


“= FI T 
Fig. 40 Fig. 50 


Para х<0, тте 


Exemplo — 10. Consideremos а função 10) = E T 


i para x0, ET =. Logo, Jim fl) = lim E i im (= 


каш aaoo Ja] 


= lim Tit para x=0 a função não é definida. Assim, provamos que 


a ção Г i € decomiso ponto rei (i. 0. 


Exemple — 11. A função y = sen |, estudada no exemplo 4 $3, 6 des- 
continua para x0. Е 


[1 CALCULO DIFERENCIAL B INTEGRAL. 


Definição — 3. Se а função f (x) é tal que os limites lim f(x) = 


анн 

= f(x +0) e lim f(x) = f(x, — 0) existem е são finitos mas que 
emi 

lim f(x) lim f(x) ou que o valor da função f(x) não é determi- 

p aec 


nada no ponto х = x, о ponto х = x, chama-se ponto de desconti- 
nuidade de primeira espécie. (Por exemplo, o ponto x — 0 é um ponto 
de descontinuidade de primeira espécie para a função do exemplo 10) 


$ 10. Propriedades das funções contínuas 


Neste parágrafo exporemos certas propriedades das funções con- 
tínuas num segmento. Estas propriedades serão enunciadas sob a forma 
de teoremas sem demonstração, 


Teorema —1. Se a função y = f (x) é continua sobre o segmento 
la, b] (a <x & b), então, existe pelo menos um ponto х= x, tal 
que o valor da função neste ponto 

" satisfaz а desigualdade 


f) > 10), 


onde x é um outro ponto qualquer 
deste segmento; do mesmo modo 
existe pelo menos um ponto x, tal 

1 que o valor da função neste ponto 
satisfaz a desigualdade 


fé) < to). 


Chamaremos f(x) o maior valor da função y = [(x) sobre o 
segmento (а, b) e f(x) o menor valor da função f(x) sobre esse 
segmento. Pode-se, então, enunciar este teorema como se segue: 

Toda a função continua no segmento a < x < b atinge pelo menos 
uma vez sobre este segmento, o seu valor máximo M e 0 seu valor 
mínimo m. 

A significação deste teorema está claramente esclarecido pela 
figura 51. 


Fig. 51 


Nota — O teorema enunciado deixa de ser verdadeiro se a função 
é dada num intervalo aberto, Assim, por exemplo, para a função y = x, 
dada no intervalo 0 < x < 1, não existe máximo ou mínimo. Com 
efeito, nào existe máximo e mínimo valor para a variável x neste 
intervalo. (Não existe ponto mais à esquerda, porque qualquer que 
seja o ponto x* escolhido, pode-se sempre indicar um ponto mais à 
esquerda, por exemplo, о ponto 7^. Do mesmo modo, não existe ponto 
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mais à direita, e, eis porque não pode existir nem máximo nem 
minimo valor para a função y =x) 

Teorema — 2. Se a função y = f(x) é continua sobre o segmento 
la, b] e se os valores nas extremidades deste segmento são de sinais 
contrários, existe, então, pelo menos um ponto x — c entre os pontos 
a e b tal que a função se anule nesse ponto: 

He)=0, а<е<ь, 

A interpretação geométrica deste teorema é muito simples. 
O gráfico da função contínua у = f (x), reunindo os pontos M, [a, f (a)] 
e M:[b, f(b)] onde f(a) <O e f(5) > 0 (ou f(a) > O e f(b) < 0), 


corta o eixo Ox pelo menos num ponto (fig. 52). 
Y 


П Mlb fim] 
EI 
ENT UN 4 - 
T| rs TY 2 
Mla fra] К 
Fig. 52 Fig. 53 


Exemplo — Seja a função y = x3 — 2, Jac = — 1, sim 6. Esta função 
4 conti abre o eeen y 21 Logs, eiue polo menos um ponto dente 
segmento onde a função y = x? — 2 se anula. Com efeito, Ўр =0 (fig. 33). 


Teorema — 3. Seja y = f (x) uma função definida e contínua sobre 
o segmento. [a, b]. Se os valores desta função nas extremidades deste 
segmento não são iguais f (a) = A, f (b) = B, então, qualquer que seja 
о número p compreendido entre os números A e B, pode-se encontrar 
ит ponto x = с compreendido entre a e b tal que t(c) = p. 

O sentido deste teorema está claramente ilustrado pela figura 54. 
Neste caso, toda а recta y = corta o gráfico da função у= f(x). 

Nota — Notemos que o teorema 2 não é mais do que um caso 
particular deste teorema, porque se A e B são de sinais diferentes 
podese tomar р = 0, visto que O está compreendido entre 4 e B. 
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inter СО'ОАПО do teorema 3 — Se a função y = f(x) é 

етін е se ela atinge о seu valor máximo е жй; © d. юта 
menos uma vez juer valor intermédi 

pra man oaa ч а gui ler valor intermédio compreendido entre o 


Fig, 54 Fig. 55 


Com efeito, seja f (x) = М, f (x) = т. Considerem 

Lu x Segundo o teorema 3, а função y = f) ims tesi segmento 
qualquer valor a compreendido entre M е m, Mas o segmento [x x] 
go ase no intervalo considerado onde está definida a função fia 


11. Comparação de infinitamente pequenos 


Definicio—1. Seo quociente É 
de aero io e im = A 740, e, por conseguinte, lim æ + 20 


guo os infinitamente Pequenos a e A dizem-se infinitamente pequenos 


tem um limite finito e diferente 


Exemplo — 1. avr pa ж 
E B sho de баш sien p T 220. Os infinitamente 

im É мазе 
аА. 


(°) Su 
[= Anu та vibe, О тете pequeno que figura em denominador 


Exemplo—2, Os infinitamente pequenos x, sen 3x, tg 2s, 7 Log(1 +a) 
Mo todos da mesma ordem para x-»0. A demonstração” é idèntica à que 
demos para o exemplo 1 

Definição — 2. Se o quociente de dois infinitamente Pequenos F- 

"d 

Ê 0o (e, por conseguinte, lim p= e) 
então, o infinitamente pequeno f diz-se infinitamente pequeno de ordem 
superior em relação a a e o infinitamente pequeno a diz-se infinitamente 
pequeno de ordem superior em relação a B. 


tende para zero, isto é, se lim 


Exemplo—3. Seja a, p=", n>] para x20. O infinitamente 
pequeno A € um infinitamente pequeno de “ordem superior em relação а a, 
porque 


lim 27 lim att = 0 


Inversamente, o infinitamente pequeno a é um infinitamente pequeno de 
ordem inferior em relação а f. 


Definição — 3. O infinitamente pequeno B diz-se infinitamente 
pequeno de ordem К em relação ao infinitamente pequeno a se В 


t ай são da mesma ordem, isto é, se lim 


Exemplo —4, Se ах, В = x, entio, В é um infinitamente pequeno 
da terceira ordem em relação a a quando x =+ 0, porque 


Definição — 4. Se o quociente de dois infinitamente pequenos É. 
tendem para a unidade, isto é, se lim “= 1, os infinitamente pequenos 


A е a dizem-se equivalentes e escreve-se а ~ B. 


Exemplo—5. Seja a=x e В = sen х, com 2-0, Os infinitamente 
pequenos a e f são equivalentes, porque 
lim 22.4, 
= 2 
Exemplo —6. Seja A = Log (1 + x) com x— 0. Os infinitamente 
Pequenos а e В são equivalentes, porque 
Vim 198 (+2) 


(ver o exemplo 6 $ 9). 

Теогета — 1. Se a e В são infinitamente pequenos equivalentes, 
a diferença е — В é, em relação a cada um deles, um infinitamente 
pequeno de ordem superior. 
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Demonstração — Com efeito, 


2. Se a diferença de dois infinitamente pequenos a — В 
de ordem superior em relação a a e f, 


Demonstração — Seja lim ZÊ — 0, então, lim (1 = 2) =0 ou 


=s Вх +, em que x-0. Os infinitamente 
A são equivalentes, porque а sua diferença fp a @ um 
Initamente pequeno de ordem superior em relação а a e a f. Com efeito, 


2 
-lim slim 720, 
ptis 
Ed a 
iaapela rfam 
Exemplo — 8. Para x — хо os infinitamente Pequenos 
são equivalentes, porque a diferença а — ge ELL 


mente pequeno de ordem superior em relação a a e a A. О limite do quociente fo 
é iguala d 


1 
= 6 um infinita 


241 
lim $= lim E tim ZEL tim 1 


Nota — Se o quociente de dois infinitamente pequenos i não tem 


tem limite e não tende para o infinito, £ е а não são comparáveis по 
sentido indicado. 


Exemplo—9. Seja a = x, В = x sen, em que 10. Os infinitamente 
ri 
tende nem para um limite бойо mem para o infinito quando x->0 (ver 
exemplo 4 $ 3). 


Pequenos a e В não são comparáveis, pois que o quociente 


eius 


Exercícios 
Calcular os limites seguintes: 
3 ё 2, lim [2 sen 2 — cos z-+ctg z]. 


Escrevemos а fórmula (k + D! — 4 = 34 +34 +1 para 
ud Ший 


n-— 
BBIN 39244; 


(i Rn диа pn 
Adicionando-se membro a membro estas identidades, tema 
(94-0353 (24-224)... 02) 430024... n) ED, 


nitt) 

| otea ro ma "Ел +), 
سا‎ ninti) (240) 
[er EEE, 


ә 
Me lim ی‎ 


2 —52+6 
Melim AD 


ЕТУ 


a JA 
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i zi pa. yz. 49. lim (143 дз jota, 

23. lim ps Via ke: id 
VAT wa ie. 0 

5. iim EVA 


э. um (Vi VAZ), 


ET 
3. اا‎ 
sent E 

3 

E 


зо, lim Meta mtas), 
ГЕРТА 
ep 
42 dim (14). 
ies 
se dim (i 7)". 
в. Lim {n [Log (n +1) — Log ај). 


46. lim (eos zj? mox, 
ет 


ж, tim VEFA 


At. 


СА 


E 


Determinar os pontos de descontinuidade das funções: 
z—i 


Maa: 


amh; —1,0;2 
M, узы! 


MR жее 2 
ILI i Ê: 


4 


0, Determinar os pontos de descontinuidade da função y = 142" e tragar 
o gráfico desta Tunção, R é 


J, Entre os infinitamente pequenos seguintes (quando хэ 0) x, VID, 
den dx, 24 cos x TFT x, Xe determinar os infinitos pequenos da mesma 
grdem de + asim como оз infinitos pequenos de ordem superior e de 
Ordem inferior a x. 


re ow infinitamente pequenos seguintes (quando: x => 0) determinar os 

Mo da mesma ordem que x:2 sen x 182, 2-30, VETE 

Loe + x), a + are, 

Ar quo inai eas = û 1 уз ма эме 
Ordem quando х 1, Sto equivalentes? 1 


Capítulo ш 
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$ 1. Velocidade dum movimento 


Consideremos o movimento rectilineo dum corpo sólido, por 
exemplo, o de uma pedra lançada verticalmente para o ar ou о do 
pistão no cilindro do motor. Abstraindo-nos da forma e das dimensões 
deste corpo, representá-lo-emos por um ponto material 

móvel M. 
A distância s percorrida por este ponto material 
calculada a partir duma certa posição inicial M, depende 
do tempo f, isto é, uma função do tempo: 


s=1 (t). (0 


Suponhamos que ao momento £(*) o ponto móvel М 

a à distância s da posição inicial Mo e 

q stante {+ Af O ponto se encontra na posição 

Fig. 56 My, à distância з + as da posição inicial (fig. 56). Assim, 

durante o intervalo de tempo ar a distância y variou de as. 

Neste caso, diz-se que a grandeza s recebeu um acréscimo às, durante 
о intervalo de tempo М, 


Consideremos o quociente a dá-nos a velocidade média do 
movimento do ponto durante o intervalo de tempo Ar; 
As 


ет 


A velocidade média não está sempre em condições de caracterizar 
exactamente a velocidade do movimento dum ponto M no momento г. 
Se, por exemplo, o movimento é tal que a velocidade do móvel, muito 
grande em princípio, tornando-se muito pequena em seguida, é evi- 
dente que a velocidade médi pode exprimir tais particularidades 
do movimento e dar-nos uma ideia certa da verdadeira velocidade do 
movimento no instante г. Para exprimir, duma maneira mais precisa, а 
Verdideira velocidade com o auxílio da velocidade média, seria necessário 
iai 


Jul e no seguimento, designaremos a variável e os valores concretos 
(Vel de tomar para uma mesma letra. 
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escolher um intervalo de tempo Af mais pequeno. O limite para o 
qual tende a velocidade média, quando 4t +0, caracteriza o melhor 
possivel a velocidade do movimento do móvel no instante f, Esto 
limite chama-se velocidade instantânea do movimento: 
m Р 
mm, à 
Uam AF i 
Assim, chama-se velocidade instantânea do movimento зо limite 
do quociente do acréscimo do caminho percorrido, às pelo acréscimo 
do tempo At, quando o acréscimo do tempo tende para zero. 
Escrevamos a igualdade (3) sob uma forma mais explícita, 
Como: 
Ar=/(0+ A0 — H0), 
temos: 
va ОАО O 
Mm ағ 


Esta fórmula dá a velocidade dum movimento não uniforme. 
Vemos, então, que a noção de velocidade dum movimento não uniforme 
está infinitamente ligada à noção de limito. Só a noção de limite 
permite definir a velocidade de um movimento não uniforme. 

Vê-se, da fórmula (3), que v não depende do acréscimo do tempo, 
mas depende de г e da função f (1). 


Exemplo — Achar a velocidade do movimento uniformemente acelerado 
num instante qualquer + е no instante f = 2s, se a lei do movimento for 


i 
m 
m—————— 


(3) 


ente bea ataca, 
cc 


dan gat + ед, 


Aro do acea 


temos por defit: 
de qm (e dar) ее 
ar 2 


Assim, a velocidade num instante qualquer 1 é igual a v = и. Quando 
1=2 temos (0172—6298 х2 = 196 ml 


4 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


DERIVADA P DIFERENCIAL 75 


$ 2. Definição da derivada 


SA у=!@ (1) 


uma função definida num certo intervalo. Para cada valor da variável x 

deste intervalo a função y = f (x) admite um valor bem definido. 
Suponhamos que se dá à variável x um acréscimo Ax (positivo 

ou negativo, não importa). A função y recebe, então, um acréscimo Ay. 

Assim, para os valores x e x + Ax da variável temos respectivamente 
То) e y+ ау = f(x + Ax). 

Calculemos o acréscimo ay da função y: 


Ay fx Az) — f (2). (2) 


Formemos o quociente do acréscimo da função e do acréscimo 
da variável independente 


Ay Me + А) — fo) В 
Ame Ак 4 (3) 
Calculemos о limite deste quociente quando Ax. tende para zero. 


Se este limite existir, chama-se derivada da função f(x) e, designa-se 
pela notação f'(x). Assim, por definição, 


Fa) = lim АЎ 


pv 
ou 


Fe = 


EI Ar 


[2] 


Chama-se, pois, derivada da função y = f(x) em relação a х 
ao limite para o qual tende a razão do crescimento da função e o 
crescimento da variável independente quando este último tende para zero. 

Notemos que geralmente para cada valor de x a derivada f (x) 
tem um valor determinado, isto é, que a derivada é igualmente uma 
função de x. 

Emprega-se igualmente as seguintes notações designar a 
derivada РЕМИ 


E.. 
Y Vas dy 


Designa-se o valor concreto da derivada para x = а pela notação 
Fa) ou y [ema | 

А operação que determina a procura da derivada duma função 
f(x) chama-se derivação desta função. 

Exemplo =1. Seja a função y=. 

Calcular a sua derivada Y: 

1) mum ponto qualquer x; 

2) mo ponto х=. 

Resolução: 

1) Quando o valor da variável independente é igual a x, 
Quando o valor da variável independente é igual a x + Ал, te 
= + am, 

'Calculemos o crescimento da unção: 


Ay (r4 Айз — ite rA e (An). 


is 
«3 


—— 


3 у) 

m 
renina 8 E 
A 


Assim, a derivada da função у = x1 mum ponto arbitrário х 6 igual 


к=. 
2) Para x=3 temos: 

Y lis =2-3=0. 
Exemplo—2. y=; calcular y. 


Resolução — Seguindo a via indicada no exemplo anterior temos: 
П M 

ye) (MTS 
"EMT A 
ATA) rati 


ген 
тежа! 


Av 
p= lim 22m tim | 
= ito De 7 ax 


==> 


Nota — Estabelecemos no parágrafo anterior que se a ligação 
funcional entre o caminho percorrido s por um ponto material móvel 
e о tempo t é dada pela fórmula 

sf 
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a velocidade y num instante arbitrário £ exprime-se pela fórmula: 


v= lim AE tim LEAO — 10) 
are AE atos м 


(0, 


isto é, que a velocidade é igual à derivada (*), em relação ao tempo ¢ 
do caminho percorrido. 


$ 3. Interpretação geométrica da derivada 


Fomos levados à noção de derivada ao estudar a velocidade dum 
corpo móvel (dum ponto), isto é, partindo de considerações mecânicas, 
Agora vamos dar uma interpretação geométrica de derivada, não menos 
importante. 

Para isso, é preciso, antes de tudo, definir a tangente a uma curva 
num dado ponto. 


Fig. 57 


Dada uma curva, seja M, um ponto fixo desta curva, Tomemos 
sobre esta curva um outro ponto M, e tracemos a secante M, M, 
(fig. 57). Quando o ponto M, se aproxima indefinidamente do ponto Ms 
permanecendo sobre a curva, a secante МУМ, ocupa diferentes posições 
MM", MM", ete. 

Se, quando o ponto M,, permanecendo sobre a curva, se aproxima 
indefinidamente do ponto М, não importa de que lado, a secante 
ende a ocupar uma posição limite definida pela recta MT, esta recta 
é chamada tangente à curva no ponto Ms. (Mais adiante vamos precisar 
о que entendemos pela expressão «tende a ocupar) 


(*) Quando dizemos «derivada em relação a x» ou «derivada em relação 
зо tempo i nós subentendemos que durante o cálculo da derivada a variável 
independente é respectivamente x ou f, etc. 


Consideremos a função f(x) e a curva que lhe corresponde num 
sistema de coordenadas cartesianas (fig. 58) 


у= 1 (2). 


Para um dado valor de х, a função tem por valor у = f(x). 
Aos valores x e y corresponde um ponto Ms (x, y) sobre a curva. 

Atribuamos à variável x um acréscimo Ax. Ао novo valor x + Ax 
da variável independente corresponde um novo valor da função: 
y + ay = f (x + Ax). О ponto correspondente da curva será M, (х + Ax, 
رھ + ر‎ 

Tracemos a secante М, М, е designemos 
por e O ângulo formado por esta secante com 


о eixo dos x positivos. Formemos a relação 24 


Ar 
De acordo com a figura 58 tem-s 
AV Le 
ARM w 
Se agora Ax tende para zero, o ponto M, 
desloca-se ao longo da curva apro lo-se. EMA 
indefinidamente de Ma. A secante M, M, move-se ig. 9 


em volta do ponto M, e o Angulo y varia com Ax. 

Se рага Ах -»0 o Angulo ¢ tende para um li recta que 
passa pelo ponto М, e que forma um ângulo а com o eixo dos x 
positivos será a tangente procurada. Calcula-se facilmente o coeficiente 
angular desta tangente: 


Por conseguinte, 
f а) = LI (2) 
isto é, que o valor da derivada f (x) para о valor dado da variável х 
é igual à tangente do ángulo formado pelo eixo dos x positivos e a 


tangente à curva representativa da função у = f (x) no ponto corres- 
pondente М, (х, y). 


Exemplo — Encontrar a tangente do Angulo formado pela tangente à 


шати 
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$ 4. Funções deriváveis 
Definição —Se а função 


= (t 
tem uma derivada no ponto х = x, isto 6, se o limite 
lim 24. tim EEA — 69 B 
arso Ax armo Ar 


existe, dirse-á que a função é derivável para o valor х= x, ou, о 
que equivale ao mesmo, que ela tem uma derivada neste ponto. 

Se a função tem uma derivada em cada ponto dum segmento 
lo, b] ou dum intervalo (a, b), diz-se que ela é derivável sobre este 
segmento (а, b] ou respectivamente neste intervalo 
(a, Б). 


Teorema — Se a função y = f(x) é derivável 
no ponto x = xe, ela é contínua neste ponto. 
Com efeito, se 


então, 


Fig, 00 


em que y é uma grandeza que tende para zero quando Ax-» 0. Ora, 
Ау (2) Az + yAz; 

donde resulta que Ay — O quando Ax > 0, o que exprime que a função 

10) € contínua no ponto x, (ver $ 9, capítulo II). 

Assim, nos pontos de descontinuidade uma função não pode ter 
derivada. A proposição inversa não é verdadeira, isto é, se uma fun- 
são у= f(x) é contínua по ponto x =x» não resulta que ela seja 
derivável nesse ponto: a função f(x) pode não ter derivada no 
ponto x, Para justificarmos, consideremos alguns exemplos. 

Exemplo—1. A função f(x) é definida sobre o segmento [02] de 
seguinte maneira (ver fig. 60): ў 

fes ma Oral 
102) 202—1 para 1<2<2. 


Esta função não tem derivada no ponto x=1, ainda que seja contínua 
neste ponto. 


Com efeito para Ax» 0, temos; 


m [EAT vim BEA] 1112441], qi т 
бш гше т. de xe 
para ûe <O, temos 

tim LEHA D 

Кел Az 


O limite considerado depende, pois, do sinal de Ax e, por conseguinte, 
a função não tem derivada no ponto х= I (°) Geombiricamente isso quer 
dizer que no ponto x = 1, ема «curvas não lem 


tangente definida. П 
À continuidade desta função по ponto me 1, Ts 
rena de 
Мусе раа 4240, 
му24: рма А220, EO x 


€, por conseguinte, independente do anal de ax, 
Fs ата, по 

Esamplo —2, А função у= У ао pi 
tico é ded ps iita 1. detida e tonius Fig. 9t 
Per odos ol lom de vrl ж. 

amos wr м ea fusco im derivada, para x= O: Para luso, ealulemos 
о valo? da Tonto nos pono рете нах pata rm O, lomo pm O; 
рага х = 0 + Ax temos y + ду = Y (Ax), donde 


Ay = VD. 


Procuremos o límite da razão do crescimento du função e o crescimento 
da variável independente 

E YET um 

dim iso do da An VER 

Assim, a razão do crescimento da função e o crescimento da variável 

independente para x = 0 tende para infinito quando Ar 20 (e, por comer 

Ruine, o limite plo existe) A função considerada não 4, pois, derivável no 


ponto х = 0. A tangente а esta curva forma neste ponto um ângulo igual а El 


com о eixo Ox, isto 6, que ela coincide com о eixo Oy. 


5. Cálculo da derivada das funções elementares. 
vada da função у = х" para п inteiro e positivo 


Para calcular a derivada duma dada função y = f(x), deve-se 
em virtude da definição da derivada efectuar as operações seguintes: 


© Senão а diio de dead, o cuca A дин de pra 


um límite determinado quando Ax => O independentemente da maneira como Ax 
tende para zero, 
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1) dar um acréscimo ax à variável x, calcular o valor correspondente 
da função: 


yb Ay (+ Аа); 
2) calcular o crescimento correspondente da função: 
AycfG + Аа) — (a); 


3) formar a razão entre o crescimento da função e o acréscimo da 
variável: 


Ay f(x Az) — f), 
Ar Az " 


4) calcular o limite desta razão quando Ax 4 0: 


у= lim АЁ. tim (EA) — f). 
"Ar 


Adoptamos aqui e nos parágrafos que se seguem este processo 
geral de cálculo da derivada de certas funções elementares, ^ 


Teorema — A derivada da função y = х", em que n é um número 
inteiro positivo, é igual a nx^-i, [^ è no 


к ym", então, mn (1) 
Demonstração — Seja a função у =x". 
1) Se x sofre um crescimento Ax, então, 
V + Ay = («+ hr 
2) Utilizando a fórmula do binômio de Newton temos 


Ay=(2+ Аз)" — 


ren 2" (Az)* E, 2+ (Ar) — 2" 


AA +... + (AP 


ALA. F(A" 


4) Achemos o limite deste quociente: 
"n 


x20 


ots] ns 


logo, Y = nz"-', como se queria demonstrar, 


Exemplo 
Este тезш! 
da reca у = x coincide para todos 


lo tem uma interpretação geométri 3 
valores de x com a própt 
por conseguinte, forma com o eixo dos x positivos, um ângulo de 4$ 
tangente é igual а 1. 


Notemos que a fórmula (1) € igualmente válida no caso em que n 
& um nümero fraccionário ou negativo, (Isso será demonstrado no $ 12.) 


Exemplo — 3. y = VE, 
Punbamos esta função sob а forma 
1 
yá, 
então, segundo a fórmula (1) (lendo em conta a nota precedente 


Exemplo 4, у 


Punhamos y sob a forma: 


Então, 3 
КҮ Уш. ш 
и=-}+ 


Teorema—1. A derivada do senx é cosx, isto é, 
se y = sen x. então y = cosx an 
Demonstração — Consideremos na variável x um acréscimo Ax. 
Então: 


ny 


+ Ay — sen (z + Az); 
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ж 
tim 20 
YE pode 


4) y'= lim E tim 
pere 


Tendo em consideração que sen x é uma função contínua, obtemos 
em definitivo: 


y= – пх 
mas como | 
$ 7. Derivadas duma constante, dum produto duma 
1 constante por uma função, duma soma, dum produto 
e da divisão de duas funções 
Teorema — I. A derivada de uma constante é igual a zero, isto é, 
= se y = C em que C = constante, então, у =0 av 
y= lim cos(2+ cos. Demonstração — y = C é uma função de x tal que para todo 
ج‎ 2 o x o valor de y é igual a C. 
A relação procedente é legítima pelo facto de cosx ser uma Logo, qualquer que seja x 
função contínua. y=/(9=C. 
Teorema —2. A derivada do cosx é — senx, isto é, Consideremos um acréscimo Ax (Ах 0) na variável x. Uma vez 
85: dora abla y Er c am que a função y conserva o valor C, qualquer que seja o valor da 
variável independente, tem-se 
Demonstração — Consid éscimo Ах riável 
gu е" "до — Consideremos um acréscimo ax na variável x ade ide fio 
и Аи сов(2 + Аз); Por conseguinte, o crescimento da fungáo 6 igual а 
Ay — cos (z + Az) — созд — 2 sen Z AF Ay—f(z + Az) —f(2)=0 
2 € a razão entre o crescimento da função e о crescimento da variável 


РЗ independente é 
€—— (a 480), А 
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Logo, 


isto é, 


Este resultado admite uma interpretação geométrica simples. O grá- 
fico da função y = C é uma recta paralela ao eixo Ox. A tangente 
a este gráfico coincide evidentemente em todos os pontos com esta 
recia e, por conseguinte, forma com o eixo Ox um ângulo cuja tan- 
gente y é igual а zero, 


Teorema — 2. Pode-se separar um factor constante de debaixo 
do sinal de derivação, isto é, 


se y= Cu (x) (С = const), então, y = Си (x) У 


Demonstração — Repetindo o raciocinio da demonstração do teo- 
rema anterior tem-se 


y=Cu(a); 
y + Aye Cu (z - М): 
Ay = Си (z + Az) — Cu (з) = C [u (z + Az) —u (2)), 
Ay, quid = 
Az Im 


isto 6, 


Exemplo 1. у=3—% 


ee == 
IT am VE 
Teorema — 3, A derivada da soma de um número finito de 
funções deriváveis é igual à soma das derivadas destas funções (°). 


(9) A expressio y = u (z) — v (2) é 
ey = lat) 009) = (+ 
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Por exemplo, para o caso de três funções temos; 


y-u(z)d-v(z-4w(z, y =u (2) + v (z) + w'(z). vI) 
Demonstração — Para o valor de x da variável independente 
y=upoqw | 


(Omitimos a variável x na notação das funções para facilitar a escrita.) 
Para o valor х + Ax da variável independente temos: 


y + Ay = (и + Au) + (v + Av) + (w + Аш), 

em que Ay, Au, Av, Аш são respectivamente os acréscimos das fun- 
ções y, u, v, w, para um acréscimo correspondente Ax da variável x. 
Por conseguinte, 


Ay = Au + Av 4 Au, 


ay ди А 
tim Y tim 24 tim АЁ 4 tim 42 
Pee ЫДЫ ras 


ou 
y wr) + va) + w (2). 

Exemplo=2 y dim 

vz 


isto é, 


Teorema —4 A derivada do produto de duas funções deriváveis 
é igual ao produto da derivada da primeira função pela segunda mais 
o produto da primeira função pela derivada da segunda, isto é, 


se y = uv, então, у = иу + uv (УШ 
Demonstração — Seguindo o raciocínio utilizado na demonstração 


do teorema anterior, tem-se: 
yu. 


gb Mme MO (ed- 40), 
Ми А Ar) — ис = Aud +udo + йиде, 
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Ay Au Av Av 
ro ri АШ 
а EA fis As ДЕ 


aer mhz ax) Ат ae Ат 


NH" Av 
= (im 29^) v+u lim Ê + tim Au 1 
(um nm m ax 


(uma vez que u e v não depende de Ax). 
Consideremos o último termo do membro direito 

lim Au lim 42, 

axso amo AT 


Sendo u(x) uma função derivável, também é continua. Então, 
lim au = 0, Além disso, 
reir] s 
lim А y. 
гути 
Assim o termo considerado é igual a zero, e temos por fim: 
nm 
Este teorema permite obter sem dificuldade а regra de derivação 
do produto de um número qualquer de funções, 
Assim, se considerarmos o produto de três funções 


у= uw, 
pondo-o sob a forma do produto de u e de (vw), temos: 
Y = uf (vw) + u (vw)! = vw + u (Vw + vw) = yw + uw + шуни. 


Este processo permite obter uma fórmula análoga para a derivada 
do produto dum número qualquer (finito) de funções. Se y = иш, 
cs Un + então, 

DEDE Em 

Exemplo —3. Se y = xî sen x, então 

Y (88) sena pat (sen а) Ze ven ast cos e. 

Exemplo —4. Se y = VF sen x eds x, então, 

Vi) sen z cos e+ VE (sena) cos 24 Vg sena (o 1) 
1 


жаг cos x} сон acosa Even z ( ens) 


sen оова Y E (cost s — sent s) — 2227 


1 
vz үг 


+V 300822, 


Teorema — 5. A derivada duma fracção (isto é, da divisão de 
duas funções) é uma fracção cujo denominador é igual ao quadrado do 
denominador da fracção considerada e o numerador é igual à diferença 
do produto do denominador pela derivada do numerador e do produto 
do numerador pela derivada do denominador, isto é, 
е у=, então y — 109, 
v 


(уш) 


Demonstração — Se Ay, ди e Av forem respectivamente os acrés- 
cimos das funções y, и, e y para o crescimento Ax da variável x, temos 


ut Au 
v+ Av! 


vt Ау 


pus EM u Mu UA 


VFA v veti’ 


Ay Az ы” Az 
Ar ООА А) (vd) 
Au, LAS „ныш „Ар 
p= tim M o tim ДЕ AR S oer aer 
aer aen v(o Au) v lim (v F Av) 


p 


donde, tendo em conta que 4v-»0 quando Ax => 0 (°), temos 


2 
Exemplo —5. Se y. então, 

pat) сов z—rh(cosz) Ssicoss- risen z 

Ma TES T custe 


Nota — Se а função considerada é da forma 


C) limay=0 porque v(a) é uma função derivável e, por conseguinte, 
contíoua. 
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em que o denominador é uma constante, em vez de utilizar а fór- 
mula (VIII), para calcular a derivada, é preferível utilizar-se a fórmula (V): 


1 j- 
ers € 
Claro que este resultado pode ser igualmente obtido com a ajuda 
da fórmula (УШ) 


y 


—— 


(sz) sena 


$ 8. Derivação duma função logarítmica 


"Teorema — A derivada da função loga x é igual a À loga c, isto é, 
"s então miles 09 


Demonstração — Se ay for o crescimento da função y = Івах 
para um acréscimo correspondente Ax da variável x, então: 


y + Ау = loga (2 + Az); 
Aj logs (2 + Az) — loga z=10g, 53-85 
а 


Ay i ( 22) 
Y dog, (14). 
je e ша ОШ 


Multipliquemos e dividamos por x a expressão do segundo membro 
da última igualdade; 


E tus (1 +2) 109, (1 + ы) 
M ME 24. 2 z 


Designemos а quantidade عد‎ por a. Ê evidente que a — 0 quando 
Ax tende para zero para um dado valor de x. Por conseguinte, 
Ay 


e 
TE 9801-9). 


Ora, sabemos que (ver $ 7, cap. ID 


lim (1-а) 


par] 


Se a expressão que figura sob o sinal do logaritmo tende para 
o número e, o logaritmo desta expressão tende рага loga е (em virtude 
da continuidade da função logarítmica), Donde temos, finalmente: 


Med Ay 1 НЕ. Жу. 
y = Ша Af = lim y loge (1 +e) = loge: 


Considerando que loga e = pz; podemos pôr а fórmula obtida 
sob a forma: 


Notemos um caso particular importante desta fórmula: se a = e, 
então, Loga = Loge = 1, isto é 
1 


se y=Logz, então, y = 7 w) 


§ 9. Derivada duma função composta 


Seja y = f (x) uma função composta, isto é, que pode ser escrita 
sob a forma: 
Ри), u=0(0) 


y 


ou ainda y =F[p(x)] (ver $ 8, cap. D. Na expressão y=F (u), u 
chama-se variável intermediária. 
Estabelegamos a regra de derivação duma função composta, 


Teorema — Se a função u = ф(х) tem uma derivada wx = ¢' (х) 
no ponto x e a função y = F (u) tem uma derivada yu = F' (u) para o 
valor correspondente de u, entáo, no ponto considerado x a função 
comporta у = F [p (x)] tem igualmente uma derivada igual а 


n= Fiy o 
onde u deve ser substituido pela expressão u = ¢ (x). Mais simplesmente 


= aus, 
isto é, que a derivada duma função composta é igual ao produto da 
derivada desta função em relação à variável intermediária u pela 
derivada em relação a x da variável intermediária, 
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Demonstração — Para um dado valor de x teremos: 
u—q() y= F(u). 
Para o novo valor x + Ax da variável x, tem-se 
u+Adu=q(2+ Аз), — y+Ay=P(u + Ли). 


Assim ao crescimento Ax corresponde um crescimento Au ao qual 
corresponde por sua vez um crescimento Ay; além disso, quando 4x э O 
teremos Au-»0 e 4y=>0. Por hipótese, 


Ay _ 
CA 1 
a +a, (1) 
onde а-э 0 quando au = 0. Escrevamos a igualdade (1) sob a forma 
Ay = uu + ади (2) 


A igualdade (2) é igualmente verificada para Au = 0 qualquer 
que seja a, visto que neste caso ela se transforma em identidade 0 = 0. 
Para ди = 0 poremos а = 0. Dividamos todos os membros da igual- 
dade (2) por Ax: 


[2] 


Por hipótese, 


Au 
lim eu, lima =0, 
жиде" ан 


Passando ao limite na igualdade (3) quando Ax => 0 temos: 
Wl uus cqd. [2] 


Exemplo —1. Seja a função y= sen (xt). Calculemos yx. Escrevamos 
esta função sob a forma de função composta da seguinte maneira: 


Encontramos: Ne жее, 
Warme hu, ug Br. 
Por conseguinte, segundo a fórmula (4) 
Va = uus = cos usd. 
Substituindo u pela sua expressão em x, temos finalmente: 
ух = 22 cos (2). 
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Exemplo —2, Seja a função y =(Logx). Caleulemos ys . Podemos pôr 
esta função sob a forma: 


Encontramos: 


Por conseguinte, 


м boga. 


Se a função у = f(x) puder ser posta sob a forma 
к= Р(ш, ш= (0),  v=v() 
о cálculo da derivada y^, pode ser efectuado aplicando sucessivamente 
о teorema precedente. 
Em virtude da regra que acabamos de demonstrar temos: 
Vm Vil 
Aplicando este teorema para calcular wa temos: 
D 
Substituindo a expressão de wy па 


aldade precedente temos: 


Va = ui (5) 
ou 
Y = Р, (и) o (0) (a) 


Exemplo —3. Seja a função y = sen (Log ху. Calculemos yj. Ponhamos 
esta função sob а forma seguinte: 


v=senu, 


vlog a 
Encontramos: 


ou finalmente: 


v= со (Log 231-3 (Log td. 


Notemos que a função considerada só é definida para x > 0. 
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$ 10. Derivadas das funções y = tg x, y = cotg x, y = Log |х| 


Teorema — 1. A derivada da função 1g x é igual a gasto é 


se y= igx, então, у = —у-. em 
tos 
09331 
Demonstração — Сото 
senz 
созт ' 
temos em virtude da regra de derivação das fracções [ver fórmula (УШ), 
$ 7, cap. IIT]: 
—coszcosz—senz(—senz)_ cosa etr ے‎ 
cosa соў costa” 
Teorema —2. A derivada da função cotgx é igual a = ma 
isto 6 Ы 
se y = сох, então, y = — exin 
Demonstração — Como 
então, 


(cosa) sen z— cosa (sena) _ 
sena p 


— sen x sen z — COS T COST зеп? т + соз? = 


sento senta 


Exemplo—1, Se у = tg VF então, 
t ES 1 
e 9 = 
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Exemplo—2. Se у = 1осорл, então, 
1 icd 1 1 2 
agi Ut mags an) mr: 
Teorema —3. A derivada da função Log|x| (lig. 62) € igual 
ad visto é 


se y = Log|x|, então, y-i. (хш) 


Demonstração —a) Se x>0, então, |х| 
e, por conseguinte, 


yaz 
b) Seja x < 0, então, |х| = — x. Mas 


Log|z|=Log(—2). 
(Notemos que se x < 0, então, — x > 0) 


Fig, 62 


Ponhamos a função y = Log (= x) sob a forma duma função 
composta pondo 


y=Logu; 


Entào, 


Assim, a fórmula (XIM) está demonstrada para todos os valores 
de x0. (Para x=0 a função Log |x| não é definida) 
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$ 11. Função implícita e sua derivada 


Suponhamos que os valores das variáveis x e y estão ligadas 
entre si por uma equação que designaremos simbólicamente por 


F(z, y=0. “ 


Se а função y=f(x) definida num intervalo (a, b) é tal que 
substituindo a equação (1) y por f(x) esta equação se transforma em 


Y 


4 a 
x 7 d 
Fig. 08 Fig. 04 


uma identidade em relação а x, então, a função f (x) é chamada função 
implicita definida pela equação (1). 
Assim, por exemplo, a equação: 


#+и—-@=0 B 
define implicitamente as funções elementares seguintes (fig. 63 е 64): 


у= Via, ) 

у= Уйа. (4) 

Com efeito, depois de ter substituído y por estas expressões, 
a equação (2) transforma-se numa identidade: 
ай 4. (a! — 2) — =0. 


As expressões (3) e (4) foram obtidas resolvendo a equação (2) 
em relação a y. Mas não é sempre possível encontrar a forma explicita. 
duma função implicita, isto é, que não 6 sempre possível. exprimi-la 
sob a forma y = f (x) (*) em que f(x) 6 uma elementar, 

Assim, as funções definidas pela equação 
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não se exprimem com o auxilio das funções elementares, isto é, que 
não se podem resolver em y por meio das funções elementares. 


Nota—1. Notemos que os termos função implícita e função 
explicita caracterizam o modo de expressão da função dada e não à 
natureza desta. 

Toda a função explícita y 
duma função implícita y — f(x) = 0. 

Indiquemos agora à regra que permite encontrar a derivada duma 


(1) pode ser posta sob a forma 


função implicita sem a ter previamente posto sob a forma explicita, 
isto ё, y = f (3). 
Suponhamos que a função é dada pela equação 


#4 a0. 


Se y é a função de x definida por esta equação, então, esta 
última transforma-se em identidade, 

Derivando os dois membros desta identidade em relação a x, 
© supondo que y é função de x, temos (segundo a regra de derivação 
das funções compostas): 


2r + 2y =0, 
donde: 3 
ie 


Notemos que se tivessemos derivada da função explícita cor 
respondente 


teriamos tido 


isto é, о mesmo resultado. 
Consideremos ainda um exemplo de função implícita: 


y 


Derivemos em relação а z: 
бру — y — 220, 
donde 


E em 
Nota—2. Os exemplos considerados mostram que para calcular 


È valor da derivada duma função implicita para um valor dado da 
variável x, é preciso conhecer igualmente y para este valor de x. 
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эв 
12. Derivada duma função potência quando o expoente é 
ga pd jualquer, derivada da função exponencial e da 
Tanção composta exponencial 
"Teorema — 1. A derivada da função x^, onde п é um número 
real arbitrário, é nx^-1, isto é, 


s у=" então ушт"! т) 


Demonstração — Seja x > 0. Tomando o logaritmo da função dada, 
temos: 


Тору = п Log z. 


Derivemos os dois membros da igualdade obtida (em relação а х) 
supondo que y 6 uma função de x: 


Lent mo 
Feng den 


Substituindo y pelo seu valor у = л", temos em definitivo: 


Demonstra-se facilmente que esta fórmula é também verdadeira 
para x <O se x" tem um sentido (*). 


" Teorema —2. A derivada da função a* em que a > 0 é a* Log в, 
to é, 


se уса" então у =a" Loga. (av) 
Demonstração — Tomando o logaritmo da igualdade у = a”, temos: 
Log y = z Log a. 


Derivemos a igualdade obtida supondo que é função de x: 
Ly=Loga; y=yLoga 
ou o 
y =éLoga. 
então Log e = 1 e temos a fórmula 


e (xiv) 


Se a base do logaritmo a 
к=”, y 


teriormente ($ S, Capítulo III) demonstramos esta fórmula para 
inteiro positivo. Ela está demonstrada agora para o caso geral 
número n constante). 


oag 
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Exemplo—L. Seja a função 
ye, 
Escrevamoa sob a forma duma função composta introduzindo a variável 
intermediária ш: 
ye, «=з 
então, 


um E 


ri cia yk = ela = e Da, 


Chama-se função composta exponencial a toda a função exponen- 
cial em que a base e exponente são funções de x, por exemplo, (sen х)", 
te, a, (Log x)", eic, e em geral toda а função da forma 


y= [n] mut 
é uma função composta exponencial. 
Teorema — 3. 
So y= então ушт "Logu. (XV) 
Demonstração — Tomemos o logaritmo da função y: 
Log y = v Logu. 


Derivando esta igualdade em relação a x, temos: 


ou + v'Logu, 


О 


Substituindo y pela expressão и? temos: 
y em cu te ute Logu, 


donde 


Assim, a derivada duma função composta exponencial compreende 
dois termos: obtém-se o primeiro supondo no decurso da derivação 
que и é uma função de x e v uma constante (isto é, considerando u” 
como uma função potência); obtém-se o segundo termo supondo que v 
é uma função de x e u uma constante (isto é, considerando из como 
uma função exponencial). ` 
Exemplo—2. Se V- 4", então, 

y! = arf (a) + 2% (2) Log z 


$ at Log a = a? (1 + Log 2). 
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Exemplo —3. Se у = (sen x) я", então, 
(sen z)**71 (sin a) + (вез) (58) Log sea т = 
= (en z)" cos s + (sens) 22 Log sin z. 


O processo aplicado neste parágrafo para calcular a derivada 
consiste em procurarmos primeiro a derivada do logaritmo da função 
este processo é frequentemente empregado para encontrar a 
derivada de certas funções, visto que, muitas vezes, ele simplifica os 
cálculos, 


Exemplo —4. Seja calcular a derivada da função 


Resolução — Tomando о logaritmo desta expressão temos: 


Log y—2 Log (2-1) + Log (+1) 3 Log (240) 


Derivando os dois membros desta igual 
y 


encontramos 


Multiplicando por y e substituindo y pela expressio e xn x 
temos: 


etmy Bd 
eo [tra 
Nota — A expressão p (Log y)', a derivada do logaritmo nepe- 
riano da função dada у = y (х), é chamada derivada logarítmica. 


$ 13. Função inversa e sua derivada 


= ifo (0 


uma função crescente (fig. 65) ou decrescente definida no intervalo 
(a, b) (a < b) (ver $ 6, cap. T). Seja f(a) = c, f(b) = d. 

Para fixar ideias consideremos uma função crescente. 

Tomemos dois valores diferentes x, e л, do intervalo (a, В). Em 
virtude da definição das funções crescentes, resulta que se x, < x; e 
y = f(x), ya = f(x), então у, < yo. Logo, a dois valores diferentes 
x, e xa correspondem dois valores diferentes y, e ys da função. Inversa- 
mente, se yı < yu е у = f(x), Yı = f (xı), resulta da definição das 
funções crescentes que х, < a. Assim, se estabelece uma correspon- 
dência biunívoca entre os valores de x e os valores correspondentes de y. 
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Considerando os valores de y como os valores da variável inde- 
pendente e os valores de х como os valores da função, obtemos x 
em função de y: 


2=). (2 


Esta função é chamada função inversa da função y = f(x). É evi- 
dente que а função y = f(x) é a função inversa da função x= p (y), 
Demonstra-se por um raciocínio 
análogo que a função decrescente 
admite também uma função inversa. 


Моа —1, Limitar-nos-emos 
а citar, sem а demonstrar, а pro- 
posição seguinte: se a função cres- 
cente (ou decrescente) y = f (x) 6 
contínua sobre o segmento [a, 2] e 
Га) = c, Г) = d, então, а fun- 
ção inversa é definida e contínua Pig. 05 
sobre o segmento e, d]. 


Exemplo— |. Seja a função y = x, Esta função € crescente no intervalo 
infinito — ® < x < + ®, ela tem uma função inversa х = YY (lig. 66) 


y va! 
т} 
— -, 
Fig. 60 Fig. 87 


Notemos que se encontra а função; inversa x = ¢ (y) resolvendo 
а equação y = f(x) em relação x. 
Exemplo-—2. Seja a função у = es, Esta função é crescente no intervalo 


Infinito — co < x < + do. Ela admite para função inversa x = Log y. O domínio 
de definição da função inversa é o intervalo 0< y<% (fig. 67). 
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Nota—2. Se а função y = f (x) não é nem crescente nem decres- 
cente sobre um intervalo, ela pode ter várias funções inversas (*). 


Exemplo—3. А função y = x1 é definida no intervalo infinito — o < 
<x < +o. Ela não é nem crescente nem decrescente e não admite função 
inversa. Mas se considerarmos o intervalo O < х < %, vemos que esta função 

é crescente neste intervalo e que a sua função 
inversa é x= VY. No interval 
a função é decrescente e admi 
inversa a função x — VY (fig. 68). 


Nota—3. Se as funções y = f(x) e 
х = (у) são respectivamente inversas, о 
seu gráfico ё uma mesma curva. Mas, se 
designarmos de novo a variável indepen- 
dente da função inversa por x e a função 
por y e se tragarmos o gráfico destas duas 
funções relativamente a um mesmo sis 
Pig. 68 de eixos de coordenadas, obteremos dois 
gráficos diferentes. 

Vê-se fácilmente que estes gráficos são simétricos em relação à 

bissectriz do primeiro quadrante. 


Exemplo — 4, Sobre a figura 67 traçamos os gráficos da função y= e? 
(ou o de x = Тору) e a sua função inversa y = Log x estudadas no exemplo 2. 


Vamos demonstrar agora um teorema que permite encontrar a 
derivada da função y = f(x) conhecendo a derivada da sua função 
inversa, 


Teorema — Se a função 


yo a 
admite uma função inversa 


т=Ф И (2) 
em que a derivada # (y) num ponto dado y é diferente de zero, então, 
a função y = f (x) possui no ponto correspondente x uma derivada f (x) 


pal a i Шо é, que temos a fórmula: 
y) 


rot (ху 


(*) Salientamos, uma vez mais, que ao dizer-se que y é uma função 
de x, subentende-se uma dependência univoca entre y € x. 
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Assim a derivada de uma das duas funções reciprocamente inversas 
é igual ao inverso da derivada de outra função no ponto considerado (*). 


Demonstração — Derivemos os dois membros da igualdade (2) 
em relação a x, supondo que у é uma função de x (**): 


1= (000, 
donde 


O resultado obtido possui uma ilustração 
geométrica muito simples, Consideremos o gráfico 
da função y = f (x) (fig. 69). 

Esta Curva será também o gráfico da fun- 
ção x = p(y) em que x é a variável dependente 
€ y a variável independente, Consideremos um 
ponto qualquer M (x, y) sobre esta curva. Tra- 
сето a tangente à curva neste ponto. Designe- 
mos respectivamente por а e A os ângulos for- Fig. 60 
mados por esta tangente com os eixos positivos 
Ox e Oy. Segundo os resultados do $ 3 relativos à significação geo- 
métrica da derivada deduzim 


(3) 


ys, supomos que durante o cálculo da 

derivada a variável independente é x; igualmente, quando escrevemos 90) ou 

Ty. supomos que durante o cálculo da derivada a variável independente é y. 

Notemos que depois de tor, derivado em relação a y devemos substituir y 
la expressão f (3) do segundo membro da fórmula (XVI). 

Pela UE) De facto, procuramos aqui a derivada da função de x dada impl- 

citumente pela equação x — #0) = 0. 


*) Quando escrevemos f (x) 
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Sea i. vèse ficilmente quef = 5 — а. Рог conseguinte, 


temos sempre 
tf = сша, 
donde 
шацр tgactga=1 
ou 


ás 
tep 


Substituindo tga e tg f pelos seus valores deduzidos da fórmula (3) 
obtemos 


ra= 


$ 14. Funções trigonométricas inversas e suas derivadas 


1) A função у = arc sen x. 
Consideremos a função 


x=seny Mm 
e tracemos o seu gráfico tomando para eixo Oy a vertical ascendente 
(fig. 70). 


Esta função é definida mo intervalo 
infinito — œ < y < + co, Sobre o segmento 
= Eus а fungo x = sen y 6 cres- 


cente e os seus valores preenchem o 
segmento — 1 < x < 1, Eis porque a fun- 
еп y tem uma função inversa que 


waren 


у= arc sen x (*). 
Esta função é definida sobre o segmento 


му —1 <x © 1 е os seus valores preenchem 
Fig.70 o segmento —5 < y < 5-0 gráfico da 
função y = aresen x é representado sobre a figura 70 por um traço 


a cheio. 


(*) Notemos que a igualdade у = Afe sen x bem conhecida em trigono- 
metra não é mais do que outra forma de escrever a igualdade (1). Aqui 
(para x dado) y designa o conjunto dos valores dos ángulos cujo seno é 
igual а x. 
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Teorema — 1. A derivada da função arcsenx é isto 
é, se 
arc sen x, então, у y (xvin 
Vir 
Demonstração — Em virtude da igualdade (1) temos: 
2 созу. 
Segundo a regra da derivação duma função inversa 
cosy" 
mas 
cosy = V1 — sen y = VÎ — zî, 
logo 
n= 
v 


Tomamos o sinal + ai 


da raíz, porque a função y = are sen x 
toma os seus valores sobre o segmento — 5j < y < jy e que por con. 
seguinte cos y > 0. 


Exempla — 1. 


Exemplo — 


2) A função y = arc cos x. 
Consideremos como anteriormente a função 


= cosy (2) 


с tracemos o seu gráfico orientando o eixo Oy segundo а vertical ascen- 
dente (fig. 71). Esta função é definida no intervalo infinito — wo < y < 
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< + ee. A função x = cos y é decrescente sobre o segmento 0 < y < v 
e tem uma função inversa que se designa pela notação 


у= аго созт. 
Esta função é definida sobre o segmento — 1 < x < 1. Os valores 


desta função preenchem o intervalo » > y > 0. O gráfico da função 
y = arccos x está representado sobre a figura 71 em traço cheio. 


Teorema —2. A derivada da função arc cos x é — 
isto é, 


Vir 


1 


se y= arccosx, então, y = — (хуш) 


Demonstração — Encontra-se segundo a igualdade (2): 
xy = — sen y. 


Por conseguinte, 


Cos y toma- 
| mais antes da гай, porque a 

= arecosx está definida sobre o 
segmento 0 < y € т e que, por conseguinte, 
Fig. 7t seny > 0. 


Exemplo —3. у = ate cos (tga), 


3) A função y = arctg x. 
Consideremos à função 


€ tracemos o seu gráfico (fig. 72). Esta função é definida para todos 
os valores de y, excepto os valores y = (2k + DZ (k—0, +1, 


+2, ...). A função x = tg y é crescente no intervalo — E <y <, e 
admite neste intervalo uma função inversa que se designa por 
yam tgz. 

Esta função é definida no intervalo — ao < x < + e. Os valores 
da função preenchem o intervalo — 5, <y < 5. O gráfico da função 
у = arcigx é representado sobre a figura 72 com trago a cheio. 

Teorema—3. A derivada da função arcigx é iza» isto é 


1 
асі, então, Y = 74 


Demonstração — Encontra-se 
segundo a igualdade (3) 


= : 
У eod y 


Por conseguinte, 


Exemplo 4. y = аец) 
V — атон a) (ore tg (re lg ios + 


4) A fundo у = arccotgx. 
Consideremos a função 


a=ctgy. (4 


Esta função é definida para todos os valores de y excepto os 
valores y = kr (k—0, +1, 3-2, ..). O gráfico desta função está 
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representado, sobre a figura 73. No intervalo 0<y< a função 
x=cotgy 6 decrescente e tem uma função inversa que designamos 
pela notação: 
u=arectga, 
Esta função é, pois, definida no 
interval to — oo <x < + o e 


os seus valores preenchem o intervalo 
т>у>0. 


Teorema —4. A derivada da 
Junção arc cotgx é 


Fig. 73 
Demonstração — Deduz-se da igualdade (4): 


$ 15. Quadro das principais fórmulas de derivação 
Reunamos em um quadro único as principais fórmulas e as 
regras de derivação que demonstramos nos parágrafos precedentes: 
у= const, 
Função potência: 
у=, 


em particular, 
Funções trigonométricas: 
Y= sen z, у = cosa, 
Je созт, 
= ша, 
gez, 


Funções trigonométricas inversas: 


у= are sen z, 


у = are созт, 


re lg, 


у= um etga, 


Função exponencial: 


em particular, 
Função logarltmica: 
y 

em particular, 
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Principais regras de derivação: 


(2), Cu (e) (C= const), 
+0 wh 

y=uv, y =uv4 uv, 

yin. } Lent liu 

u=0 (0, y. m fa (и) qi (2), 

у=, y= шти fruto Logu. 


Se y = f(x), х = p (у) onde f e y são duas funções reciprocamente 
inversas, então: 


A=, ode у=}. 
vw) 


$ 16. Funções dadas sob а forma paramétrica 
Sejam dadas duas equações: 


z= 0(0, 
у= (0, 


ia sobre o segmento [7,, 7;]. A cada valor de £ correspondem 
dois valores x e y (supomos que as funções ¢ e y são univocas). Se 
se considera os valores de x e de y como as coordenadas dum ponto 
de um plano Оху, a cada valor de t corresponderá um ponto bem 
determinado desse plano. Quando r varia de T, a Т, este ponto descreve 
no plano uma curva. As equações (1) dizem-se equações paramétricas 
desta curva, onde £ é chamado parámetro e o processo que permite dar 
a curva pelas equações (1) diz-se paramétrico. 

Suponhamos em seguida que a função x= ¢ (1) admite uma função 
inversa £ = 9 (1). É, então, evidente que y é uma função de x: 


a) 


y=+[0(2)). a 


Assim, as equações (1) definem y em função de x e diz-se que 
a função y de x é dada sob a forma paramétrica, 

A relação y = f(x). exprimindo a dependência directa de y em 
função de x, obtém-se eliminando o parámetro f nas equações (1). 
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As curvas dadas pelas equações paramétricas sio frequentemente 
empregadas па mecánica, Por exemplo, se um ponto material se 
desloca no plano Oxy e se se conhece as leis do movimento das 
projecções deste ponto sobre os eixos das coordenadas, 


2=0(0), } 1 
к=), us 


onde o parámetro t é о tempo, as equações (1) são, então, as equações 
paramétricas da trajectória do ponto móvel. Eliminando destas equa- 


Problema — Encontrar a trajectória e о 
ponto de impacto dum corpo pesado lançado 
dum avião deslocando-se À velocidade horizontal 
vs A altitude y, (pode-se desprezar a resistência, 
do an. 


Resolução — Escolhemos o sistema de coor- 
denadas indicado sobre a figura 74 supondo, que 

largado do avião no próprio insiante 
corta o eixo Oy. В evidente que а 
a deslocação horizontal do corpo será um movimento uniforme A velocidade 
constante vo; 


rays 


A deslocação vertical dum corpo que cai sob o efeito da gravidade 
exprime-se pela fórmula: 
[Am 
e 
Por conseguinte, a distância do corpo A terra em qualquer instante 
exprimir-so-á pela fórmula 


ye 
yn 
As duas equações жәй 
1 
v=m— 7 


serão as equações paramétricas da trajectória. Para eliminar o parámetro 
tiramos o valor de r da primeira equação, e substitumos o valor tz na 
segunda equação. Então, a equação da trajectória toma a forma: 


"ai 


É a equação duma parábola cujo vértice é o ponto МОО, y) ео 
eixo de simetria coincide com o eixo Oy. 
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Calculemos a grandeza do segmento OC. Designemos por X a abcissa do 
ponto С; notemos que a ordenada deste ponto é y = 0. Substituindo estes 
valores па fórmula precedente temos: 


3 £o 
0=m— ap їз, 
donde 

/ Tn 


xoay Y 
$ 17. Equações paramétricas de certas curvas 


Circulo —Seja um ciculo de raio r cujo centro se 
das coordenadas (fig. 75). T RS 

Designemos por 1 à Angulo formado pelo rao que val ler a um ponto 
arbitrário” Ms, Y) da circunlerênca e o eio Ox. Podes ento, expri as 


n 


Fig. 78 Fig. 76 


coordenadas dum ponto arbitrário da circunferência com о auxilio do park: 
metro 1 da maneira seguinte; 


РЕА 
“ } жг 
ПЕТА 

Estas são precisamente as equações paramétricas do círculo. Se elimi- 
narmos destas equações o parámetro t; obteremos uma equação do círculo na 
qual entram sômente as variáveis x e y, Adicionando estas equações paramé- 
tricas depois de as termos previamente elevado aoquadfado encontramos: 


л, 


афи 


(cos? t sem 4) apa, 


Elipse — Seja dada a equação da elipse 


Façamos w 


e 
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Substituindo esta expressio na equação (I) encontramos; d) 
P AA x 
sa eos, 
baa, }0<!< 


so as, equações paraméticas da ари, 

Elucidemos o sentido geqmétrico do parámetro +. Tracemos, tomando а 
ongem como centro, dois circulos de ralos а e b (fig. 76) Seja M (x, у) um 
ponto da elipse e seja B um ponto do circulo grande tendo a mesma abeista 
que M. Designemos por + o ângulo formado pelo raio ОВ ¢ o cito Ox, Resulta 
imediatamente da figura 76: 


Ж = ОР = а cost [é а cquição Q)) CO = b sen t 


Concluimos é igualdade (27) que СО =y, isto é que a recta CM 6 
paralela во ево Ox, gg ыйа чйр ТО 

or conseguinte, nas equações (2) + é о Angulo formado pelo rai H 
о eixo das abcissas. Chama-se por vezes ao ângulo + Ángulo de excêntricidade, 


Cieloide — Chama-se ciclolde à curva gerada por um ponto situado sobre 
uma circunferência que roda, sem escorregar, sobre uma recta (fig. 77). 

Suponhamos que o ponto móbil М da cireunferėncia se encontra no 
começo do movimento na origem das coordenadas. Determinemos as coordenadas 
do ponto M depois da circunferência ter gerado um ângulo t. Designemos por a 
o raio desta circunferência. Vê-se da figura 77, que 

z= ОР = ОВ — PB, 

mus como a circunferência roda sem escorregar 


ОВ = MÈ = а, РВ = МК = usin t 


Por conseguinte, 
on, z= at — asen t= a (f — sen 1). 

v= MP = KB = CB — CK = a — acos t = a (1 — cost) 
As equações 


} oct LA 


Mo as equações paramétricas da cicloide, Quando £ varia de O a 27, o ponto M 
descreve um arco da cicloide, 
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Eliminemos o parâmetro : destas equações a fim de determinar a depen- 
dência directa existente entre y e x. A função y = а (1 — cos) admite sobre 
o segmento 0 <1 < 7 uma função inversa: 


tare cos LTL 
D 


Substituindo esta expressão de + na primeira das equações (3) encontramos: 


Vê-se directamente da figura 77 que para va Ga < 2a 
(а aro cos 2 — mi). 


Notemos que a função 
rate 


admite uma função inversa que não se exprime com o auxilio de funções 
elementares. 


Nota 1. O exemplo da ciclolde mostra que é por vezes mais fácil 
idar as funções e as curvas dadas sob a forma paramétrica que sob а 
forma da dependência directa y de x ou x de y. 


Astrolde — Chama-se astroide A curva 
cujas equações paramétricas são as seguintes; 


[7] 


s equa- 
ções A potência % e adicionando-os membro 
а membro deduzimos a dependência directa 


(cost e sent 1), 


ou 


Fig. 78 


Veremos no seguimento (ver $ 12, capítulo V) que esta curva tem 
exactamente a forma representada sobre a figura 78. Esta curva pode ser definida. 


como a trajectória descrita por um ponto duma circunferência de raio -+ rodando 


sem escorregar sobre uma outra circunferéncia de raio a (o pequeno círculo 
ficando constantemente no interior do grande) (ver fig 78). 


Nota—2. Notemos que as equações (4) e (5) apenas definem uma só 
função y=f(x) Elas definem duas funções contínuas sobre o segmento 

2x« фа Uma delas apenas toma valores não negativos e a outra 
apenas valores não positivos. 
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$ 18. Derivada duma função dada sob а forma paramétrica 
Seja uma função y de x dada pelas equações paramétricas: 
=0, 
M^ | ь<т<1. () 


Suponhamos que estas funções são deriviveis e que a função 
х= (0 admite uma função inversa f = (x) igualmente derivável, 
Neste caso a função y = f(x) definida pelas equações paramétricas 
pode ser considerada Como uma função composta: 


y=y(0, t=0 (1), 


em que t é uma variável intermediária. 
Segundo a regra de derivação das funções compostas tem-se: 


Vm yit = Wi (s (2). [7] 
Resulta do teorema relativo à derivação das funções inversas que: 


ou 
(хх) 
Esta fórmula permite calcular a derivada ух da função paramé- 
trica, sem conhecer explicitamente a dependência entre y e x. 
Exemplo—1. A função y de x é dada pelas equações paramétricas: 
ama cost, 
A } O<: 


Calcular а derivada SY + 1) para t qualquer; 2) para wt. 
Resolução, 
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Exemplo—2. Encontrar o coeficiente angular da tangente à cicloide 
z= a (t— sea, 
y= a (1 — cos n 

num ponto qualquer (0 < < 27), 


Resolução — O coeficiente angular da tangente é igual em cada ponto 
ao valor da derivada V, neste pomo, isto 6, ^ 6 и a 


Mas 
aja (1—08 0), уема 
Por conseguinte, 


зе Dag 


asen ¢ 


A 


— mu | 


4- 


Assim, o coeficiente angular da tangente à cicloide 6 igual em cada 
ponto à ig (3—4), em que £ é o valor do parâmetro correrpondene 
neste ponto. Mas isto significa que o Angulo a formado pela tangente e o 
eixo dos x é igual a EL 


i os valores de £ compreendidos entre 
rem 


$ 19. Funções hiperbólicas 


Nas numerosas aplicações da análise matemática encontra-se 
frequentemente as combinações das funções exponenciais tais como 
y (€ — e") eg (e + e“) Considera-se estas combinações como novas 


funções que se notam como se segue: 


a) 
cosh r= 


Ep 
2 


(0) Com efeito, o coeficiente angular é igual à tangente do ângulo а 
formado pela tangente à uma e o eixo Ox Razão pompe о 80 


“para todos os valores de 1 tals que 
«ш o'e 


A primeira destas funções é denominada seno hiperbólico, a segunda 
coseno hiperbólico. Estas duas funções permitem definir duas outras 


senh x 
uh e cotgh x 


cosh x 


tangente hiperbólica 
a) 


Lo cotangente hiperbólica 


Ê evidente que as funções зеп x, cosh x, tgh x são definidas 
para todos os valores de x. Todavia 

a função cth x é definida para todos 

valores excluindo'9 ponto x = 0. 

Os gráficos das funções hiper- 
bólicas estio representados nas fi 
ras 79, 80 e 81, 

Resulta da definição das funções 
hiperbólicas senh x е cosh x [fór- 
mula (1) que acabamos de dar 


Fig, 79 Fig. 80 
identidades análogas àquelas que verificam as funções trigonométricas: 
сове x — senh x = 1, о 

cosh (а + b) = cosh a cosh b + senh a senh b, [7] 


senh a cosh b + cosh a senh b. 6) 


senh (a + b) 
Com efeito, 


cosh" x — senht x = (у (у 


+2+ 
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Notemos que 


cosh (a + b) = 


encontramos: 
PE TAE TA 


cosh a cosh b + senb a senh b = 


2 2 


epet rent er unt umb nn 


4 


apre 
2 


cosh (a + b). 


Demonstra4e duma maneira análoga a identidade (3). 
A expressão «funções hiperbólicas» 6 devida ao facto de as 
funções senh t e cosh r conterem nas equações paramétricas da hipérbole 
E 
o mesmo papel que as funções sent 
e cost nas equações paramétricas do 
clrculo. 


zy 
Com efeito, eliminando о part- 
metro ( entre as equações 
recon y=snt 
encontra-se: 


zat 


t+ sen? t 
ou 


2" -pat— 1 (a equação do círculo). 


Do mesmo modo, as equações, 


х= со, y= senht 
Fig. 8t são as equações paramétricas da 
hipérbole. 


Com efeito, elevando ao quadrado о dois membros destas equa- 
ções e subiraindo a segunda da primeira, tem-se: 


= — y! = cosh? — senh? r. 


Visto que a expressão que figura no membro direito é igual à 

unidade em virtude da fórmula (2), tem-se em definitivo: 
2-0=1, 
isto é, а equação da hipérbole, 

Consideremos o circulo da equação л* + y = 1 (fig. 82). Nas 
equações х = соз, y = sent o valor numérico do parâmetro f é 
igual ao ângulo ao centro ИОМ ou ao dobro da superficie 5 do 
sector AOM, visto que 1 = 25, 


Fig. 82 Fig. 83 
Indiquemos, sem o demonstrar, que o parâmetro (, que entra 
nas equações paramétricas da hipérbole 
x= cosh, у= зе, 


& também numéricamente igual ао дого da área do «sector hiperbólico» 


AOM (fig. 83). 
As derivadas das funções hiperbólicas são dadas pelas fórmulas: 


(senh x = cosh x, (hay = 


же (XXII) 
(oshay = seh x, (otha) = —— —. 
senh" x 
que resulta directamente da definição das funções hiperbólicas; por 
exemplo, para a função senhx — E" temos: 
d+ 


i S + 
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$ 20. Diferencial 


Seja у= f(x) uma função derivável sobre o segmento [a, b]. 
ретіне а derivada desta função no ponto x do segmento (a, b] pela 
relação: 


ap 
lim 49 — 
Дат: Tm, 
A 
O quociente Ẹ para ax-»0 tende para um número determi- 


nado f' (4), e, por conseguinte, difere da derivada f(x) duma quantidade 
infinitamente” pequena: 


Ay 
Ar 


onde a-»0 quando Ax-»0. Multipliquemos todos os termos desta 
igualdade por Ax; temos; 


Ay=1'(2) Az + аЛа, (1) 


f) a. 


Visto que em geral f yé 0, o produto f (x) Ax é, para x constante 
е Ax variável, uma quantidade infinitamente pequena da mesma ordem 
que ax quando 4x >0, Em contrapartida, o produto aax é sempre 
uma quantidade infinitamente pequena de ordem superior em relação 
а Ax, visto que 


lim 22... Jim aû 
Ако Ar P 


Assim, o crescimento Ay da função y compõe-se de dois termos; 
о primeiro [para f^ (x) + 0] é chamado a parte principal do crescimento, 
é uma função linear de Ax. Chama-se diferencial o produto f (x) ах 
e desi pela notação dy ou df (x) 

se a função y=f(x) admite uma derivada f'(x) по 
ponto x, chama-se diferencial desta função e nota-se dy o produto da 
derivada f(x) neste ponto pelo crescimento da variável independente Ax: 


dy — | (x) Az. @) 
Calculemos o diferencial da função у= 


. Neste caso 


v= (=1, 


€, por conseguinte, dy = dx = Ax ou dx = Ax. Assim, o diferencial dx 
da variável independente x identifica-se com o seu crescimento Ax 
A igualdade dx = Ax poderia ser tomada para definição do diferencial 


da variável independente, e o exemplo precedente mostra claramente 
que esta definição não contradiz a definição geral do diferencial duma 
função. Para todos os casos a fórmula (2) pode ser posta sob a 
forma: 


dy =f (2) dz. 
Mas resulta desta relação que 
г@=@. 


Por conseguinte, a derivada {'(х) pode ser considerada сото о 
quociente dos diferenciais da função e da variável independente, 

Voltemos à expressão (1) que segundo (2) pode ser transcrita 
como segue: 


Ay = dy + ada [7] 


Assim, о crescimento da função difere do diferencial desta função 
por uma quantidade infinitamente pequena de ordem superior em 
relação a Ax. Se f'(x)%0, então, ах é também um infinitamente 
pequeno de ordem superior em relação a dy e 


—— asr 4 4 dim Lt, 
a EA UL 


Eis porque, se usa frequentemente em certos cálculos numéricos 
a igualdade aproximada 
Ay me dy, 4 
ou sob а forma explicita 
«+ М) =) = f (2) Ar. 


ica os cálculos. 


(5) 


o que simpl 


Exemplo—1. Encontrar o diferencial dy e o crescimento Ay da função 


yes 
1) para os valores arbitrários de x e de Ax; 
2) para x = 20, Ax = 0,1. 
Resolução — 1) Ay = (z + Az at = 2r Az + Аг, 
2245, 


+(0,1)2=4,01, 
4,00. 
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O erro cometido substituindo Ay por dy é igual а 001. Em numerosos 
casos pode-se avalii-lo insignificante em relação а Ay = 401 e desprezá-o, 
© problema apresentado é ilustrado pela figura 84. 
Para os cálculos numéricos utiliza-se igualmente a igualdade apro- 
ximada que resulta de (5). 
fü Аа) HG) +1 (а) Az. (6) 
Exemplo — 2. Seja f (1) = sen x, então f (x) = cos x, Neste caso a igualdade 
aproximada (6) torna-se: 
sen (x + AX) = sen + cos x da, m 
Caleulemos o valor aproximado de sen 46º 


[ШУЛА 


itm 
„а=: 


Vire 
0 = + 
Reportando-nos em (7) temos: 
e a om MEE 
mai wn ( + o) sem eoi 


Тл, 
7 O" 
0.7071 + 0,7074-0,013 0,404, 
Exemplo == 3. Se se põe x 20, Ax = а па fórmula (7), (етеде a igual- 
dade aproximada 


asa, 


Exemplo 4. Se f(s) = lg (0, temos em virtude da fórmula (6) a 
igualdade aproximada: 


(+A) gd 


para x=0, Ax =a temos: 
gama, 


Exemplo— $. Se f(x) = VF, resulta da fórmula (6): 
1 


VIVES 
Pondo x=1, Arma leme a igualdade aproximada: 
ЕИ 


О problema do cálculo do diferencial 6 equivalente ao da deri- 
vada, visto que multiplicando esta última pelo diferencial da vê 
independente, obtém-se o diferencial da função. Eis porque a maioria 
dos teoremas relativos à derivada sáo válidos para o diferencial. Por 
exemplo: 

O diferencial da soma de duas funções diferenciais u e v é igual- 
mente à soma dos diferenciais dessas funções: 


d(u + u) = du + dr. 


O diferencial do produto de duas funções diferenciais u e v é 
dado pela fórmula: 
d (uv) =u dv + vdu. 
Demonstremos, por exemplo, a última fórmula. Se y = uv, então, 
dy = y de= (uv + vu) de= uv dz + vu dz, 
mas 


donde, 


vde=de, ийт du, 


dy =u dv + v du. 


Duma maneira análoga se poderia demonstrar igualmente outras 
fórmulas, por exemplo, a do diferencial do quociente de duas funções: 


u 
ю у=, callo, y un Pad 


Eis alguns exemplos do cálculo do diferencial. 


1 
Exemplo—6. y= gt, ° d= 2 gE qro de 


lo. Tr ge 
Exemplo—?. y= Vi Log ly: ESTO 


Determinemos o diferencial duma função composta. Seja: 
у= 100), u=q() ou y=/[p()) 
Em virtude da regra de derivação das funções compostas 


Жш) (). 


Por conseguinte, 


dy = fu (u) 9 (2) dz. 
Mas q" (1) dr = du, donde 


dy =f (u) du. 


Assim, o diferencial duma função composta exprime-se da mesma 
maneira como se a variável intermediária u fosse uma variável inde- 
pendente. Por outras palavras, o diferencial duma função f(x) não 
depende do facto de x ser uma variável independente ou uma função 
duma outra variável. Esta importante propriedade do diferencial que 
consiste na invariabilidade do diferencial será na sequência largamente 
utilizada. 
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Exemplo—8. Seja a função y = sen VF. Calcular dy. 


Resolução — Coloquemos esta função sob а forma duma função composta: 


yeu, и VF, 


djs eot 1 


yr“ 


mái dx= du, donde se pode escrever 


dy--cosu du е dy cos (VI AVR. 


$ 21. Interpretação geométrica do diferencial 
Consideremos a função 
#=1@ 


e a curva correspondente (fig. 85). 

Tomemos sobre a curva у = f(x) um ponto arbitrário M (x, y) 
с tracemos a tangente à curva neste ponto. Designemos por a o 
Angulo (*) que esta tangente forma com o cixo dos x positivos. Demos 


à variável independente x um crescimento Ax; então, a função sofre 
um crescimento ду = NM,. Aos valores х + Ax, y + ay corresponde 
sobre a curva y = f (s) o ponto M, (x + Ах, y + ây). 

Deduz-se do triângulo MNT que 


NT=MN tga; 


visto que 


iga= 


"() МУ Az, 


C) Supondo que a função f(x) tem uma derivada finita no ponto x, 
tem-se а 7. 


entáo, У7= 


(2) Ar; 
mas em virtude da definição do diferencial f (х) Ax = dy. Assim, 
NT — dy. 
Esta última igualdade exprime que o diferencial da função t(x) 
correspondente aos valores x e Ax é igual ao crescimento da ordenada 


da tangente à curva y = f(x) no ponto x dado. 
Resulta directamente da figura 85 que 


ME = Ay — dy. 
Segundo o que foi demonstrado anteriormente, temos: 
МТ o quando Az=>0 
NT 


Não é preciso pensar que o crescimento Ay é sempre maior 
que dy. Assim, sobre a figura 86, 


Apm Му, dy 


NT, mas Ay — dy 


$ 22. Derivadas de diferentes ordens 


Seja y=f(x) uma função derivável sobre o segmento (a, b]. 
Os valores da derivada f(x) dependem geralmente de x, por outras 
palavras a derivada f'(x) é também uma função de x. Derivando esta 
função, obtemos a derivada segunda da função f(x), 

A derivada da derivada primeira chama-se derivada de segunda 
ordem (derivada segunda) ou derivada de ordem dois da função inicial; 
designa-se pelo símbolo y” ou f” (л). 


Assim, se y = x, enti 
y 
A derivada da derivada segunda chama-se derivada de terceira 
ordem (derivada terceira) ou derivada de ordem três; designa-se pelo 
simbolo y” ou f” (x). 
Generalizando, chama-se derivada de ordem n da função f(x) à 


derivada (de primeira ordem) da derivada de ordem т — 1; designa-se 
pelo símbolo y ou f™ (х): 


= (= (a 
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(A ordem da derivada é posta entre paréntesis para evitar qual- 
quer confusão possível com o expoente ao qual esta função é elevada.) 

Designa-se igualmente as derivadas de ordem quatro, cinco, etc. 
com ajuda dos algarismos romanos: ylV, yV, yVI, ... Neste caso, é 
desnecessário empregar o paréntesis, Por exemplo, se y = х", então, 

Sat, y" = 202, y" = 607%, ИУ = y = 1207, yY q) = 
20, y9 — y =... =0. 
Exemplo—1. Seja dada a função у = ek (К = const) Encontrar a 
expressão geral da derivada de ordem m. 


Reslugo— — y— kel, y — keit, s ym ker 
Exemplo—2. у= sen x. Encontrar y 
Resolução, 


voca (oi). 
и мазна (2425). 


E) 


n 


y sena en (c 


yo se (x+n jo 


Obtém-se duma maneira análoga as fórmulas que dão a derivada 
de ordem n de certas funções elementares. O leitor calculará facilmente a 
derivada de ordem n das funções y = x*, у = cos x, y = Log. 

As regras indicadas nos teoremas 2 e 3 do $ 7 podem ser fàcil- 
mente alargadas ao caso geral das derivadas de ordem n. 

Em particular, encontramos as fórmulas: 


upm, (CUM m cum. 


Vamos estabelecer a fórmula (dita fórmula de Leibniz) que per- 
mite calcular a derivada n do produto de duas funções u(x) v(x). 
Para obter esta fórmula calculamos sucessivamente as derivadas pri- 
meiras a fim de estabelecer a lei geral que dá a derivada duma ordem 
qualquer n: 

y uv, 

TET 
uy quo uv + uv 


шъ uv uv”, 
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yY шуо био h ON 


Устоз que а lei de formação das derivadas é válida para as 
derivadas de qualquer ordem e se enuncia assim: é necessário desen- 
volver a expressão (и + у)" pela fórmula do binómio de Newton 
e substituir no desenvolvimento os expoentes de u e de v pelas ordens 
correspondentes das derivadas; além disso, оз expoentes zero (= 
= v = 1) que entram na composição dos termos extremos do desen- 
volvimento devem ser respectivamente substituídos. pelas funções u 
ou v (isto é, pelas «derivadas de ordem zero»): 


= (u) опит Mp 


+ un 


Laip чине» fórmula conhecida sob o nome de fórmula de 
e. 
A demonstração rigorosa desta fórmula é bascada no método do 
indução (isto é, supondo que a fórmula é verdadeira para a ordem n, 
demonstra-se que ela o é ainda рага a ordem п + 1). 
Exemplo —3. у == eax, Calcular a derivada yum, 
Resolução, 
изе, mat, 
m 


natem vt 


gi atenta gat tenda i, BUS D ener, 


ы ут ax [апаа nahe n (n1) a), 


$ 23. Diferencials de diferentes ordens 


Seja y = f(x) uma função da variável independente x. O diferen- 
cial desta função 


ау = (a) dz 
6 uma função de x, mas só o factor f (x) depende de x; o segundo 
factor dx é o crescimento da variável independente x c não depende 
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do valor de x. Visto que dy é função de x, estamos no direito de 
considerar o diferencial desta função. 

Chama-se diferencial segundo ou diferencial de ordem dois duma 
função o diferencial do diferencial desta função, com a notação d'y: 


аа) == dy. 
Determinemos a expressio do diferencial segundo. Ет virtude 
da definição de diferencial temos: 
diy = [f (0) da] dx, 
Visto que dx não depende de x, podemos retirar dx de debaixo 
do sinal da derivação e temos: 
Фу = [ (x) (da? 


É costume omitir os paréntesis quando se anota o grau do 
diferencial. Assim, escreve-se dy em vez de (dx)? tendo em vista o 
quadrado de dx; em vez de (dx)? escreve-se di, etc. 

Do mesmo modo, chama-se diferencial terceiro ou diferencial de 
ordem três o diferencial do diferencial segundo: 


d'y d (£j) = de de = (7 (a) dz. 


Generalizando, chama-se diferencial n ou diferencial de ordem n 
о diferencial primeiro do diferencial de ordem (n— 1): 


d'y = day) = [f^^ (2) da dz, 
d'y = f” (a) dz". (1) 
Os diferenciais de diferentes ordens permitem exprimir as deri- 


vadas de qualquer ordem sob a forma do quociente dos diferenciais 
das ordens correspondentes: 


ri pr й 
ro ro 


É necessário anotar, todavia, que as fórmulas (1) e (2) (para 
n > 1) só são válidas no caso em que x é uma variável independente (9). 

C) Contudo, escrevemos também a igualdade (2) no caso de x não ser 
uma ч independente; mas neste caso devemos considerar as еба ms A 
ane f como uma forma simbólica de анай das deividas cormipcodetiek 


$ 24. Derivadas de diferentes ordens das funções implícitas e 
das funções dadas sob a forma paramétrica 


1. Mostremos com um exemplo concreto como se deve calcular 


as derivadas das diferentes ordens das funções implícitas. 
Suponhamos que a função implícita y de x é dada pela igualdade: 


a) 


Derivemos em relação a х os dois membros desta igualdade, con- 
siderando y como função de a: 


donde encontramos: 


-7 @ 


Derivemos de novo esta última igualdade em relação a x (tendo 
em vista que y é função de л): 


dy 
0—22 


a Ы 


Substituamos aqui a derivada dy pela sua expressão tirada da 
de 


igualdade (2); temos 


dy дь? 
de a y 


ou, depois da simplificação: 


Resulta da equação (1) que 
ач? + ый == 

е a derivada segunda pode-se pòr sob a forma: 
dy 
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Derivando esta última expressão em relação a x encontramos 


Фу 
ФУ, eti 
Mc 
2. Calculemos agora as derivadas de ordem superior duma função 
dada sob forma paramétrica. 
Suponhamos que a função y de x é dada pelas equações para- 
métricas seguintes: 


E 


Es 09) Sete, o 


10N 


em que a função x = ¢ (1) admite sobre o segmento (f, Т] uma função 
inversa t = 6 (2). 


No parágrafo 18 demonstramos que, neste caso, a derivada 77 é 
dada pela fórmula: 


(4) 


а 
Para calcular a derivada de ordem dois, St, derivemos (4) em 
relação a x tendo em vista que 1 é uma função de x: 


dy СА 
аа ааа © 
Pda] alk ја 
dt dt 
mas: 
dy. = аа) dy а (2) de d'y _ dy de 
df at dt dt Nat) de di Nat) di dé dt aê, 
al а | (E) = E 
"d dt dt 
dt 
dr 


Substituindo estas últimas expressões na fórmula (5) 


de dy dy d 
dt dé dt dé 


2) 


Pode-se dar a esta última fórmula uma forma mais compacta: 
_ (0¥ O "(e^() 

[oF 
Duma maneira análoga pode-se encontrar as derivadas 


£y 
a 


Esemplo—Seja a função y de x expressa pelas equações paramétricas 
seguintes: 
zc acm y= Биа t 


Calcular as derivadas jr! dr 
Resolução, 


$ 25. Interpretação mecânica da derivada segunda 


A distáncia s, percorrida por um móvel animado dum movimento 
de translação, exprime-so em função do tempo t pela fórmul 
=0. (0 


Como vimos já (ver $ 1, cap. TID, a velocidade v dum móvel 
mum dado instante é igual à derivada em relação ao tempo da distância 
percorrida: 


E 
uw 


a 
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Suponhamos que no instante £ a velocidade do móvel é igual 
a v. Se o movimento não é uniforme durante o intervalo de tempo Ar, 
contado a partir do instante t, a velocidade variará e sofrerá um cres- 
cimento de Av. 
Chama-se aceleração média, no intervalo de tempo Af, o quociente 
do crescimento da velocidade àv pelo crescimento do tempo М: 
iui 
ACC 
Chama-se aceleração instantânea o limite do quociente de cres- 
cimento da velocidade pelo crescimento do tempo, quando este último 
tende para zero: 


fü 


por outras palavras, a aceleração (instantânea) 6 igual à derivada da 
velocidade em relação ao tempo: 


dv 
а=, 
de 
mas visto que v = s. então, 
sc (S) за 
ала Чё 


isto é, que a aceleração do movimento rectilineo é igual à derivada 
segunda da distância em relação ao tempo. Encontramos a igualdade (1): 
a=["(. 


Exemplo — Determinar a velocidade v e а aceleração a dum corpo em 
queda livre, se o caminho percorrido з se exprimir em função do tempo f 
pela fórmula: 


3 e Ft ao, [7] 
em que g = 98 m/s? é a aceleração da atracção terrestre e s= 4-0 O valor 
de sno {нме 1 = 0. 

Resolução — Derivando (3) encontramos: 
o риа: à 
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Inversamente, notemos que se a aceleração dum movimento é constante 
e igual a g, então a velocidade é di la fórmula (4), o caminho percorrido 
pela fórmula (3) com a condição de (i-a = vy et (to = fo 


26. Equações da te e da normal 
Pos de eo da subnormal 


Consideremos a curva da equação 
у= 109). 


Escolhamos sobre esta curva um ponto M (x, у) (fig, 87) e 
escrevamos a equação da tangente a esta curva no ponto M, supondo 
que esta tangente não é paralela ao eixo das ordenadas. 

А equação da recta que passa 
pelo ponto M e de coeficiente angular 
k é da form 

vu 

Para a tangente (ver $ 3), 

k=f (zi) 
portanto. a equação da tangente & 
y= m= f (zi) (£ n). 

Muitas vezes é-se levado a con- 
siderar, além da tangente, a normal Fig 87 
à curva num ponto dado. 

Definição — Chama-se normal duma curva num dado ponto a 
recta que passa por este ponto e perpendicular à tangente neste ponto. 

Resulta imediatamente desta definição que o coeficiente angular k, 
da normal está ligado ao coeficiente angular k da tangente pela 
relação: 


isto é, 


а" 
Por conseguinte, a equação da normal à curva у = f (x) no ponto 
M (x, у) € da forma: 
1 
Fi) 


== (2—2). 
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Exemplo—1. Escrever a equação da tangente e da normal à curva y = x 
ao ponto МИ, 1). 


Apollo Como y =, o coeficiente angular da tamente 6 igual 
ae mi 
Por conseguinte, a equação da tangente é: 
u-1=3(8—1) ou y= 8—2. 
A equação da normal é: 


mie 


ou acá 
paper 
өч fi ву, 

О сотргітемо 7 do segmento QM (fig. 87) da tangente сот- 
preendida entre o ponto de tangéncia e o eixo Ox chama-se comprimento 


Fig. 88 Fig. 89 


A projecção do segmento QM sobre o eixo Ox, isto é o 
segmento ОР, chama-se a sub-tangente. Designa-se por S; о compri- 
mento da sub-tangente. O comprimento № do segmento MR chama-se 
o comprimento da normal e a projecção RP deste segmento sobre o 
eixo Ox a sub-normal. Designa-se o comprimento da sub-normal por S y 

Encontremos as expressões de 7, Sr, N, Sy Para uma curva 
y = f (x) num dado ponto M (xi, y). 

Resulta da figura 87 que: 


ү 


QP=|yctga] 
ша 
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donde: 


кый 


Desta mesma figura vem: 


РА = уша = gil 
Sy 


donde: 


МУЙ quA = |n VA + и?! 
Estas fórmulas foram estabelecidas su lo yı >0, ¥, > 0; no 
entanto, elas são também válidas na generalidade. 


Exemplo—2. Encontrar a equação da tangente e da normal, o com- 
primento da tangente e da sub-langente, o comprimento da normal e da sub- 
«normal da elipse: 


bwnt Mm 


cost, 
по ponto MX, у) para о quil t= (fig. 80). 
Resolução — Resulta da equação (1) que, 


de а de л c " dy d 
اا‎ Howe еа ( a 


Calculemos as cordenadas do ponto de tangência M: 


si) e 2r 


D 
A equação da tangente é: 


e+ ay—ab VE 
A equação da normal é: е 
TN 


ут 


(ez— b) VES ho. 


E 
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Os comprimentos da sub-angente e Ga subnormal são respectivamente 


(91-е 


Os comprimentos da tangente e da normal são: 


$ 27. Interpretação reométrica da derivada do ralo vector 
em ao ângulo polar 
M p=1(0) d) 


а equação duma curva em coordenadas polares, Tem-se entro as 
coordenadas cartesianas as relações: 


pcosð, y= реп, 


Substituindo nestas últimas fórmulas p 
pela expressão em função de Ө tirada da 
equação (1) temos: 


x — f (0) cos0, } э) 
у= 10) sen 0. 2 
As equações (2) são as equações paramé- 
Fig. 90 tricas da curva considerada; o parâmetro é 
aqui o ângulo polar Ө (fig. 90). 
Designemos por p o ângulo formado pela tangente à curva по 
ponto M (p. 6) e o sentido positivo do eixo dos x; temos: 
dy 
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ou 


“do seng + pcos 
[7] 


ue d 
20 coso — psen à 
do 


Designemos por p o ângulo formado pelo raio e a tangente. 
Е evidente que p =p — 0, 


TESTO 
Wie HL, 
EE tgo tuo 
Substituamos nesta última fórmula tgp pela expressão (3) e а 
seguir à transformação temos: 


/sen 0 + pcos0) cost — (p'cos0 —psenO)senO — p. 


(p cosd — pen 0) cosü + (p'sen Ө + post) sen р 


uy 


o1 
p= реши. (4 
Assim, a derivada do raio vector em relação ao Angulo polar 
é igual ao comprimento do raio vector multiplicado pela cotangente 
do Angulo formado pelo raio vector e a tangente à curva nb ponto 
considerado. 
Exemplo — Mostrar que a tangente à espiral logarítmica 
" 
p=e 
corta o raio vector sob um Angulo constante. 
Resolução — Resulta da equação da espiral: 
рае, 
Ет virtude da fórmula (4) temos: 
—a, то, 6, care ctg a—conit. 


Exercicios 
Encontrar a derivada das funções servindo-se da definição de derivada: 
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Encontrar аз tangentes dos ángulos formados pelas tangentes às curvas 
€ ao eixo dos к positivos: 


2 ym Para rel С у Para x= 1. + construir o 
dráfico. 

a yl. Dor b) Para x. à lazer o 

ip 


у= Vi таз=ъ 
Calcular as derivadas das junções seguintes: 


ш pedestal 
45, y= 0 Ep ha 2r, 


[E 


т. y—( 4-42) (1-220). 
—1) (8242) 


30. y= (222 ap, 
34. y (att. 


EET 


33. pata) VITE 


ac ER. 


39. упа a, 
40. p= senz cos 3z, 


[TE 
СЯ 

Trcosz ' 

43, y sen 2e-cos 3z. 

44, узобу. 

y= tent + cost. 

= senî t cost. 


AT. y=a Y cos dr. 


42 y 


8. rasend E 
Má. ramas. 
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sands 


58, y=Logtg л. 


nrc 
7. yu (r$) 
v=sente--a) cos (z +a). 


59. 4 (2) sen (Log 2) E 
60, f (x)= tg (Log т), 
91. f (x)= sen(cos x). 


وکو 
(o) =(2ctg aj‏ .63 


Bá y= Log (ax). 


65, y= log, (2241). 
ir 


67. v= logs (22—sen 2). 


70. y= Log (2—24 5). 
N. yz Logz, 


79. y=Log (z4 VITA). 


74. y= Log (Log 2). 


75. f(z) Log Y EE. 


VER: 
ms E. 
Te тра 

TA at Vaga 
m. jm Vip SE, 


лв, ape сс асс 


0 esit 

st, pol tete egens в poe, 
=”. 

8З. yere M у= 

%, porta, 


ҮЗ 


* „4, 
81. ymae. 88, ra! 


89, reato, 


90. y= e (12). 


sa um pee. 
9, у=, 
an, 

96. yh sens. 
97. y=" Log Sens. 
98, y andes, 


— "e 
104, у= 21085, 

102. r= 

m-(2)% 
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ла, усана ZEL 


ГА 
I. yz VET Pater sen E, 


12. y Vai spa arê sen. 


yea VITE. ar. 
309, y ктк, 
Calcular a derivada das funções depois de as ter logaritmizado: 128, у (s) — ure cos (Log 2). ` 
110. 129. | (5) — are sen Лет. 
u wo TE yesca) 
ан. 
“з. З c 132. 
113. tas. 
rm 134. y= arc ма (маз) 
135, y= are eut. 
115, уб (o3 foda, : 
110. у esent. 136, pare tg © nay 
MT, y=(are sena). її. y 104 (Ê Casas А 
ив. y are tg tet). 138, у= SETE + Log VIFA Hare tgr 
pas, нег 
12), y are cos (29). 1w. vlog EY 2ore zn 
arcas їн. ус are cos 211 


ан. 


E 
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Derivação das funções implicitas: 


ма, и 


из. за yial, 
ш. 


145, 


M6. 


[LA 


[OR 
[E 


100. усов (2+0). 


154, con (ap) 2. 


Achar SL para as funções dados sob a forma paraméirica: 


=a cost, y= bsent. 


158, теа (sen); ya (1 —cos D. 


[P 


ەق ےر Заг,‏ 


155, sr 


uu 
150, и 2 Logetg s, v=tgs+ctgs. Mostrar que qo =8 24. 
Achar as tangentes dos ángulos da inclinação das tangentes às curvas: 


їй, emcost, yasni posto em — A, y VÊ, Вит о бише 
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139. z—a (tea), ya (1—cos 1) para 1— , Fazer o desenho. 
100. 2а совэт, у—азеп3! para t=, Fazer o desenho. 


T 


161, Um corpo lançado no vácuo sob um Angulo a com o horizonte descreve 


з. 


sob o efeito da gravidade uma irajectória (parábola) cujas equações 
paramétricas são: z =( cos at, 


vm ae ff (g = 98 mie, Para 
a = 60, v, SOmls, determinar а direcção do movimento nos instantes: 
4) £ = 2s; 2) t= 7s. Fazer o desenho. 
Rép. 1) tg Pa = 0,948, q, = 43°30 

2) tg Ps = — 1012, q = + 13477 
Calcular os diferencials das fungdes seguintes: 
(ada, 


v- VT. 


1 
lepus 
greens 


Calcular os acréselmos е os diferenciais das funções: 


100. y 28 — x paras а = 1, Аз = 0,01, Rép. Ay = 0,0302, dy = 0,08. 


167. 


168. 
169. 


172. y = За — 28 Sz — 1. Calcular y 


Seja y= +e Calcular ay e dy paa xml, ах = 0002. 
Resp. ду = 0008808, dy = Onl. q 


$ a E 
Seja y = ens. Calcular dy para x=, аге тр Resp. dy gj 000873, 
= 046805; cos 60 = 1, calcular o valor 


aproximado de sen 60° F е sen 60° 18. Comparar оз resultados obtidos 
com os dados das tábuas. Resp. sen 60 У = 0866461; sen 60° 18'= 
= 0,868643. 


Conhecendo sen 60° = 


Achar o valor aproximado de ig 45º 30% Resp. 1,00262. 


Conhecendo log, 200= 23010), calcular o valor aproximado de log, 200,2. 
Resp. 2,30146. is 


Derivadas de diferentes ordens, 


y—V E, Calcular y". 


. Calcular y, 


© 


+ Calcular уе. 
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y= VIE. Calcular 07. 7 


VE. Calcular yv. 


re 


= azt bres Calcular y”. 


Lla) = Log (2:44). Calcular J^ (2). 
# uper Calcular y”. 

Log senz. Calcular y”. 

fu) VisecZz. Calcular f* (2). 


.a-q E + Calcular ИУ (2). 


dip 
p (ааз) are tg, Calcular rz 


d 


Calcular 


| y=cosaz. Calcular И". 


y az. Calcular им. 
y Log (142). Calcular gem 
14 m, 
v= Ris Calcular им. 

=ч. Calcular yv. 


y=a" Log s. Calcular у, 


y seni +, Calcular y. 


urso. Calcular yi 


Se yet sena, demonstrar que у —2y'+24=0. 
vitor, Calcular Si. 


"NE 
ae pompa, сеш D а PU 


ый, 3 
ayar, Calcular SE. 
dy 

gi—2ry—0. Calcular y 
de 


P=18(9-+9). Calcular LD. 
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s 
mete Din A 


W erm" yi Calcular! ФЕ, 


302. 8428—Sory=0, Calcular ФЕ. 


203. ame (teen), y=a(1— cosi). Calcular DE 


204. xa 00820, y= 


seni t, Mostrar que LY 


И 
205, za cont, у=ама!. Calcular SU. 


206, Mostrar que Z7. (sh 2) shi eggs (h а) = chn 


Equações da tangente 
da subnormal. 


207, Formar a equação da tangente e da normal à curva yeh — jn — x + $ 
no ponto М (3, 2). 5 Fai 5 


da normal. Comprimentos да  sub-tangente e 


208, Achar a equação da tangente e da normal, o comprimento da sub-tangente 
е da subnormal no círculo x" + y? = 1? no ponto M (x, y). 


209, Mostrar que o vértice da parábola y*=4px сопа a subtangente no 
centro e que o comprimento da subnormal é constante e igual a 2p. 
Fazer o desenho. 


210. Achar a equação da tangente mo ponto M (x, y): а) А elipse 
EN 
ata 


] 
241. Achar a equação da tangente e da normal à curva y= qy no 
ponto em que x = 2a. : 


212, Mona qe а normal à curva 3y = в = 5, id ao ponto M (1, 4), 
pasa pela origem das coordenadas 


213. Mostrar que а tangente à curva (2 )" + ()" =2 dirigida ао ponto 


Mad) é Ed 
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zm. 


i. 


22. 


эз. 


Achar a equação da tangente A parábola у? = 20: que forma um Angulo 


¿de 459 com о eixo Ox. 


Achar as equações das tangentes ao círculo х? + у? = 52 que são paralelas 
û mea 2x + 3y = 6. 


Achar as equações das tangentes A hipérbole 4x? — 95? = 36, que são 

perpendiculares à recta 2y + 5x = 10. 

Mostrar que as da tangente A hipérbole ху = m compreendidas 

entre os eixos de coordenadas têm por centro o ponto de tanpincia. 
224 

Mostrar que as porções da tangente à astroide 2?-+ 4º =a? compreendidas 


entre os eixos de coordenadas têm um comprimento constante. 


Sob que Angulo we cortam as curvas y mar e y=0% 


Achar o comprimento da subiangente, da subnormal, da tangente e da 
normal À ciclide a (0- 00). y= a (1—cos 0) no ponto para о qual 


о=%. E 


Calcular Sr, Sw, T € N par 


a hipocicloide z= ба cos3 t, jj». latent, 


Problemas. diversos. 
Calcular ay derivadas das funções: 
+ Log tg (£- 


deny 


re sen (sen 2). 


а (Y Eus) eot ›>о. 


228, Resulta das fórmulas p= bars e 


231, О período de oscilação do péndulo é igual a 7 = т VT] 


+ =ánr2 para o volume е a superfície 
da esfera que Gs, Explicitar a significação geométrica deste resultado, 


Achar uma relação análoga entre а superfície do círculo e o comprimento 
da circunferência. 


229. No triângulo ABC o lado a exprime-se em função dos outros dois lados b, 


e e do Angulo A que eles formam pela fórmula a = V514 ci 25е cos À. 
Quando os lados b e c são constantes, о lado а é tunção do ángulo A. 


cr q S it дып ga són dy to SS 


dente à base а. Explicar o resultado com o auxílio de considerações 
geométricas. 


230, Utilizando a moção de diferencial, explicar a proveniência das fórmulas 


aproximadas VIE TE ар, VIT bna gy em que |b| 6 um 
número pequeno em relação a а. 


Que i 

sobre o erro de cálculo do período T exercerá um епо de 1% fora da 

medida, 1) do comprimento do péndulo [ 2) da aceleração da pravi- 
Ж, 


232. A tractriz tem a propriedade de em cada um dos seus pontos o 


to 
de "anpene T conservar um valor constante. Demon” Io ulliando: 
1) а equação da tractriz sob a forma 


a= VT ue EE >29: 


2) as equações paramétricas da curva 
(Log tg 2+ cosi), y=a sent. 


233. Demonstrar que a função y = Ci^*--C272* verifica a equação 0" FAV 


+24=0 (Ce Съ designam aqui constantes) 


234, Demonstrar a igualdade j*—2: e i —2y, se y= een x, ses cos e, 
235. Mostrar que a função y = sen (mare sen x) verifica a equação (1—29) x 


xy ay my D. 


" 
зм, рано que Ы) i ms ам s (2 Sp) 


Capítulo IV 


TEOREMAS RELATIVOS AS FUNÇÕES DERIVAVEIS 


$ 1. Teorema relativo às raízes da derivada 
(teorema de Rolle) 


Teorema de Rolle— Se a função f(x) é continua no segmento 
фа, b), derivdvel em qualquer ponto interior do segmento e se anula 
nus extremidades deste segmento [f (a) = E (b) = 0], então, existe pelo 
menos um ponto intermediário x = c, a < c < b, ет que a derivada 
f(x) se anula, isto é, f (c) =0(). 


Demonstração — A função f(x) sendo continua sobre o segmento 
fa, b] atinge pelo menos uma vez neste segmento, o seu limite supe- 
rior M e o seu limite inferior m. 

Se М = т, а função f(x) é constante, isto é, que para todos 
os valores de x a função tem um valor constante / (2) = m. Mas 
então, em qualquer ponto do segmento, teremos f(x) = 0 e o teorema 
fica demonstrado. 

Suponhamos que M ^m. Neste caso pelo menos um destes 
números é diferente de zero 

Suponhamos, para fixar ideias, que M > 0 e que a função atinge 
o seu limite superior M no ponto x=c, isto é que f(c)=M. 
Nolamos, neste caso, que c é distinto de a e de 5, porque em virtude 
da hipótese f (a) = 0 = f (b); sendo f(c) o limite superior da função 
flo, flc+ 4x) — fe) <0 tanto para ах positivo como para Ал 
negativo. 

Daí resulta que: 


teta ÃO <o para Az>0, (19 


1+412 so para А20, an 
" 


(¢) O número c chamase raíz da função q (3), se e (Q7 0. 
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. Dado que as condições do teorema implicam a existência 
derivada no ponto panis co pi cia 


lm ELIO ре) со раа Ar 0, 


i Ах) — 7 
dim HELIO 950 paa Arc. 


Mas as desigualdades f'(c) <0 e f'(c)>0 só sã і 
дю ад аю f (e) =0, Por ел ДЫ Ыы ye rien! 
dom ошо ө ашу in шеме (а, b] tal que neste ponto f (х) 

O teorema de Rolle admite uma interpretação geométrica sim- 
КИЧ ina E nt Hio ond Magie ca Ce poni cota 


Fig. 04 Pig. 92 
y sio Ox sos ponlo de abeissa а е b salita sóbro età ога po 
menos um ponto de abeissa c, a<c<b, tal tangente neste 
ponto é paralela ao eixo Ox. ул» 

Nota—1. O teorema permanece válido para uma função 
oue qe não se a nas extremidades Аре la, pugna 
oma nestes pontos valores iguais f (a) = f (b) (fig. 91) 
demonstração é idêntica à prid o) TUN. Ra ça 

Nota—2. Se f(x) 6 uma função tal que a sua derivada não 
existe em certos pontos do intervalo aberto (a, 5). então о teorema 
pode cessar de ser verdadeiro (isto é, que neste caso pode não existir 
neste intervalo [a, b] um ponto intermediário c em que a derivada 
FG) se anula). 

Por exemplo, a função _ 

y—f()-1—V 2 
(fig. 92) 6 contínua sobre o segmento [—1, 1 да еше 
midade do segmento; todavia, a deu eene 


f= 
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não se anula no interior deste segmento. Isto provém do facto de 

no interior deste segmento existir um ponto x = 0 em que a derivada 
não existe (ela torna-se infinita), 

O gráfico representado na figura 93 dá igualmente um exemplo 

» fiio cuja derivada não se anula em nenhum ponto do segmento 

0, 2). 
As hipóteses de validade do teorema de 
y Rolle já são satisfeitas por esta função, pois 
no ponto x=1 a derivada não existe. 


$ 2. Teorema dos crescimentos finitos 
(teorema de Lagrange) 


Teorema de Lagrange — Se a função f (x) 
é contínua sobre o segmento [a, b), derivável 
em qualquer ponto interior deste segmento, existe, então, pelo menos 
um ponto c, a <¢ < b, tal que 


ol T z 
Fig. 93 


10) — Ha) = f(e) (b — а). aq 
i 10-10) 
Demonstração — emos úmero visto é, 
ss tração — Design por Q o m == 
90-10, a 


b—a 

Consideremos a função auxiliar F (x) 
definida pela igualdade: 

F(2)-16)—1()—(—20. 9) 


Esclaregamos a natureza geomé- 
trica da função F (x). Para isso, former 
mos, primeiro, a equação da corda AB 
(fig. 94) tendo em vista que o seu coefi- 


ciente angular é igual 19019-0 
© que esta corda passa pelo ponto [a; f(a)]: 

›—1@=0(к—а), 

к= !(а)+ Q(z —a). 
(3) — [f (a) + Q (x — аў]. Por conseguinte, para cada 


)-f 
valor de x, F(x) é igual à diferença das ordenadas da curva y = f(x) 
y= f(a) + Q (x — а) para os pontos da mesma abcissa x. 


Vê-se facilmente que F (x) é contínua sobre o segmento (а, P]. 
derivável em (a, b) e anula-se nas extremidades deste intervalo, isto é, 
F(a)=0 e F(b)=0. Por conseguinte, as condições de validade do 
teorema de Rolle são satisfeitas para esta função. Em virtude deste 
teorema, existe um ponto x = no interior deste segmento tal que 


Mas F(g=0. 
Fi) = 7 (2) — 0. 
Fl) =/()—0=0, 
donde 
0=1() 
Substituindo este valor de Q na igualdade (2) temos: 
10)—10) _ 


1— 19 - re a) 
donde se deduz imediatamente a fórmula (I) Assim, o teorema fica 
demonstrado 

Para compreender a significação geométrica do teorema de Lagrange 
reportemo-nos à figura 94. Segundo esta figura, vê-se que a grandeza 


é a tangente do Angulo a que forma a corda que passa‏ ھا 
pelos pontos A e В de abcissas a е b do gráfico e eixo positivo dos х.‏ 
Por outro lado, f(c) é igual à tangente do ângulo que forma‏ 
ingente à curva no ponto de abcissa c е o eixo positivo dos x.‏ 
Assi igualdade (1) (ou а igualdade equivalente (1)) pode ser inter-‏ 
prelada geomêtricamente da maneira seguinte: se a curva admite uma‏ 
tangente em qualquer ponto do arco AB, existe, então, um ponto C‏ 
entre А e B tal que a tangente neste ponto é paralela à corda AB.‏ 
Por outro lado, visto que c verifica a condição a < c < b, então,‏ 
c-a<b-a ou‏ 


=0 (0—0), 


em que O é um número positivo compreendido entre O e 1, isto 6, 


[E <i. 
Mas então, ЖЕЕ 
e pode-se pòr a fórmula (1) sob a forma: 
10) а) = (6 а) Fla +00 —a)], 0<0<1 — 
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$ 8. Teorema de Cauchy 
(relações dos crescimentos de duas funções) 


Teorema de Cauchy — Sejam f(x) e ¢ (х) duas funções contínuas 
sobre o segmento [а, b]. deriváveis em (а, b] e seja p(x) tal que 
y (x) não se anule em nenhum ponto de (a, b]; existe, então, um 
ponto x = c no interior de (а, b], a < c < b, tal que 


OTI). S 
90—900 
Demonstração — Definamos Q pela igualdade: 
240-19) à 


(b) — p (a) 


Notemos que ¢ (0) = $ (0) 320, visto que mo caso contrário 
eb) será igual a ¢ (a), o que implicará, em virtude do teorema de 
Rolle, que ¢’ (x) = O num ponto interior do segmento, o que contradiz. 
as condições do teorema. * 

Formemos a função auxiliar: 


Fl) =1() — 4 (a) — Q lp (2) — Ф (a)l 


Ê evidente que F (a) = 0 e F(6)=0 (isto resulta da definição 
da função F(x) e do número Q). Notemos que para a função Р(х) 
as hipóteses de validade do teorema de Rolle são satisfeitas. Podemos, 
então, concluir que existe um número c entre a e b (a < c < D) tal 
que F'()-0. Mas Ра) = f (x) — Qr (А), por conseguinte, 


Ек (е) =f (e) — Qv () = 0, 


donde 
LO 
[4] 
qui, Subsitindo оше valor de Q na igualdade (2), temos a igual- 
айе (1). 
Nota — O teorema de Cauchy não pode ser demonstrado, como 
se poderia julgar, aplicando o teorema de Lagrange ao numerador e 
ao denominador da função 
а=. 
IDET] 


Com efeito, procedendo-se desta mancira, obteremos (depois) de 
termos simplificado a fracção por b — а) a fórmula 


10)—10) Fe) 
ella ee 


em que a<e <b, ас. <b. Mas em geral, cfc este 
resultado não permite obter o teorema de Cauchy. 


$ 4. Limite do quociente de dois infinitamente pequenos 
(verdadeiro valor das indeterminações da forma > 


. Sejam f (x) e p (x) duas funções definidas sobre o segmento (a, b] 
satisfazendo as condições do teorema de Cauchy e anulando-se no 
ponto х = а deste segmento, isto é, f (a) = 0 e ¢ (a) = 0. 


O quociente m não é definido no ponto х = a, mas em qual- 


quer ponto x © а, é uma quantidade bem determinada. Eis porque nos 


podemos propor a encontrar o limite deste quociente quando x + a. 
O cálculo de limites semelhantes chama-se «cálculo do verdadeiro 
valor das indeterminações da forma 0 ¥; dizse também: «levantar a 


indeterminação da forma p э. 
Fizemos já referência” a um problema deste género, por ocasião 


do estudo do limite lim 2 е do cálculo das derivadas de certas 
funções elementares. A expressão 557^ não tem significado para x = 0, 
por outras palavras, а função F (x) = 552 não 6 definida neste ponto, 
mas vimos que o limite da expressão 2% 


igual a 1, 


para хәб existe e é 


Teorema (Regra de L'Hospita) — Sejam f(x) e e(x) duas fun- 
ções que satisfazem às condições do teorema de Cauchy sobre um certo 
segmento [a, b] e anulando-se no ponto x = a, isto é, f (a) = ¢ (a) =0. 
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Se, além disso, o limite do quociente i 8 existe quando xa, 
então, lim LE) existe e 
жэза Ф (2) 
tim ZE па A, 
xa pla) ua 900) 


Demonstração — Escolhamos um ponto x a arbitrário sobre o 
segmento [a, b]. Aplicando a fórmula de Cauchy, temos: 
A= LO, T 
т@—Фа Ф(® 


em que ¢ é um ponto compreendido entre a e x. Mas por hipótese 
f(a) = (а) = 0, por conseguinte, 


19 LO 
et) v n 


Se xa, ( tende igualmente para а, visto que ¢ está compreen- 
б à 
dido entre x e a. Além disso, se lim (S = 4. lim grg existe e 
é igual a A. Por conseguinte, é evidente que 


“Мы а. арыт». pm d 
A evi aw ' 


e ет definitivo: 


tim L8. ım LO, 
sca (a) «ee q (a) 


Nota—1. O teorema é igualmente válido no caso em que f(x) 
e p(x) não são definidos no ponto х = a, mas 


ит /(а)=0, limq(z) =0. 
Este caso reduz-se sem dificuldade ao anterior, se se definir as 
funções f(x) e y(x) no ponto x = а de maneira que elas sejam con- 
tínuas neste ponto. Para isso, basta fazer 


1la)=limf()=0; e(à—lime(z) — 0, 
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visto que, evidentemente, o limite do quociente LU) , quando x 
mi ря v) >a 
não depende do valor de f(x) e de p(x) no ponto x= a. 

. Nota—2. Se F(a) = #00) = 0 e se as derivadas 1 
satisfazem As condições requeridas para а validade do tomo Podes 
mos aplicar de novo a regra de L'Hospital no quociente (2); dedu- 
zimos aqui, por conseguinte, a fórmula lim 5 a = lim L8. ete. 

НУ кеф (т 
Моа—3. Se y'(a)=0, mas f'(&)s^0, o teorema pode ser 
aplicado ao quociente inverso Түт). que tende paia zero por x + a, 


Por conseguinte, o quociente ie tende para o infinito. 
Exemplo — 1. eel 
him غ‎ pim لک ےڈ‎ _ 
EA E 74A B4 N TF ° 
Exemplo — 2. 


lim E - 
B CI mz UA cer 


Tivemos de aplicar aqui trés vezes seguidas a regra de L'Hospit 
viito que o quociente das derivadas primeira, segundas e tacos 


conduziu à indeterminação $ pera x0, 


Nota—4. A regra de L'Hospital pode i 
Poe pital pode igualmente ser aplicada 


lim/()=0 e limg(g— 


1 
Com efeito, façamos x =: vimos que z->0 quando х «o 
€. por conseguinte, 


pl) le) 


D MXOá 
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15) 


Aplicando а regra de L'Hospital ao quociente (7) 
E, 


«c» 
(E 


+ obtemos: 


C9 


como se queria demonstrar. 
Exemplo — 4. 


il s ai ui 


$ 5. Limite do quoclente de dois infinitamente grandes 
- 
(verdadeiro valor das indeterminações da forma —) 


Consideremos agora o problema do limite do quociente de duas 
funções f (x) e ¢ (а) tendendo para o infinito quando x=» a (ou quando 
xw) 


Teorema — Sejam f(x) e (x) duas funções continuas e derivá- 
veis em qualquer ponto xa ma vizinhança do ponto а; a derivada 
Y (X) não se anula em nenhum ponto desta vizinhança e, além disso, 

lim f (2) = 00, lim q (2) = оо. 


Se o limite 


187 
existe, então o limite lim /\®) existe igualmente е 
Iv 
a HO NU d] 
lim — = lim mA. 
ma фа) org) a 


Demonstração — Escolhamos dois pontos arbitrários a e x na 
vizinhança do ponto a de modo que a < x < a (ou a > x > a). Em 
virtude do teorema de Cauchy, temos: 

и) е) fo 
ele) ví 
em que а < c < x, Transformemos о membro esquerdo da igualdade (3): 


(а) 


dos 
Га) (а) 1. ПЕ] 


B 


TOTO , 9m" M 
ol) 
Deduzimos das relações (3) e (4): 
1-10 
Чё. „Жш. [M 
v() pa) y 9) 
(2) 
Donde tiramos; 
la) 
LP HL, (5) 
om v), [fe 
Ha) 


Resulta da condição (1) que, para e > 0 arbitrariamente pequeno, 
se pode escolher a suficientemente vizinho de a para que a desigualdade 
faa 


<e 
0 


A -—e i] ca +e (6) 
(© 
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seja satisfeita para todos os х= с em que a < c < a. Consideremos 
em seguida a fracção 


je t 
9(2) 
He 
Ha) 


Fixemos a de maneira que a desigualdade (6) seja satisfeita, € 
façamos tender x para а, Visto que [()>w е р(х) > c para 
x» a, então 


e, por conseguinte, para todo с> 0 previamente escolhido, teremos 
para todos os x suficientemente vizinhos de a 


y-a 
re [ICM P 


ou 


x qm 


Multiplicando os membros correspondentes das desigualdades (6) 


UN 3 
е (7), temos: ү m 
vaga) cL. 98 zu ае), 
É TO HA 
fa 
e em virtude da igualdade (5) 
а 9i - à E eu +a +. 
Ф (2) 


Sendo c arbitrariamente pequeno quando х ё suficientemente 
vizinho de a, deduzimos destas últimas desigualdades que 


ou em virtude de (1) 


tim 10) n L 
wa qz) xa q (x) 


cq d. 


Nota—1. Se nas condições (1) se faz А = ce, isto é, se 


iu LD — 
era (a) 


a igualdade (2) fica válida igualmente neste caso, Com efeito, resulta 
da relação anterior: 


va f'(a) 
Então, segundo o teorema que acabamos de demonstrar, 


tim LB — lim LE 


tea f(a) xa fla) 


=0, 


donde 


lim -LE 
(a) 
Nota—2. О teorema pode ser facilmente estendido ao caso em 


=, 


que x> co, Se os limites lim f(x) = co. lime (а) = o e lim/ ©) 
existe, então, =s Mis SESS 
Hay im L2 
MO TE 9 
Demonstra-se esta proposição efectuando a mudança de variá- 
veis x = como no caso da indeterminação da forma T (ver $ 4. 
nota, 4). 
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unio цы E tm rem f 


Nota—3. Chamamos uma vez mais a atenção para о facto de 
que as fórmulas (2) e (8) apenas sio válidas se o limite do segundo 
membro existir (finito ou infinito), Pode acontecer que o limite do 
primeiro membro exista, enquanto que o limite do segundo membro 
Мо existe. Eis um exemplo. Seja calcular o limite: 


lim Etna 


Este limite existe e é igual a 1, Com efeito, 


(as 


in 4. Жи" 
mm E эзе 


Mas o quociente das derivadas 
AS 
(2) 1 
não tende para nenhum limite quando х —» «o, porque oscila entre O e 2. 


Exempla — 1. 
lim E a 


Baas (gd 
n snc 0 £ 0 


Geralmente, para todo o inteiro n>0 


tia Mo, 


Os outros casos de indeterminação que se nota simbólicamente: 
а) Ooo; Ъ)0@; coe}  d)i*; e) œ — oo 


reduzem-se aos casos anteriores que acabam 
rd аке эшени q os de estudar, Explicitemos 


4) Dado que limy) 
limite i 


0; lime (а) = co, pedese para calcular 


EURO 


É uma indeterminação da forma 0: vo, 
Escrevamos esta expressão sob a forma: 


tmf): (9]= tim LL 


vo 


T 
tim/ 6) (9) = tim LE, 
16) 
quando x> a temos uma indeterminação da forma > ош. 
Exemplo — 5. S 


Mas eLo ее im LR m 
ететан ai pe 


b) Dado que 
lim 102) = 
pede-se para calcular o limite 
Yin [f CT. 
ou, ве. E palavras, para levantar a indeterminação da forma 0º. 
=F" 
Tomemos o logaritmo dos dois membros desta expressão: 
Logy= q (2) [Log/(a] «on 


dim p(s)=0, 


162 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


TEOREMAS RELATIVOS AS FUNÇÕES DERIVAVEIS 163 


Quando x-»a temos (à direita) uma indeterminação da forma 
0: ж. Conhecendo lim Log y, determina-se facilmente lim y. Com 


efeito, em virtude da continuidade da função logarítmica, lim Log y = 
= Log lim y e se Log lim y = b, então, é evidente que lim y = е 
Se em particular b = + « ou — co, teremos respectivamente lim y = 
=+% ou 0. 
Exemplo—=6. Seja calcular lim as Fazendo у = е, encontramos 
Log lim у = lim Log у= lim Log (*) = lim (x Log 2) + 


=—lim2=0, 


=lim EEE 
im (epi D iN ua 


por conseguinte, Log lim у = 0, donde limy = e? = 1, isto & làm "=+ t. 


Achse duma maneira análoga os límites mos outros casos de indeter 
minação. 


$ 6. Fórmula de Taylor 


Suponhamos. que as derivadas da função y = f(x) existem até 
à ordem (n + 1) inclusivamente numa dada vizinhança do ponto x = a. 
Procuramos um polinómio y = Ра (д) de grau não superior a п, cujo 
valor no ponto х =а é igual ao valor da função f(x) neste ponto, 
© cujos valores no ponto x = a das derivadas sucessivas até à ordem 
п inclusa são respectivamente iguais aos valores neste ponto das deri- 
Vadas correspondentes da função f(x) 


Р, (а) = /(а), Ps (а) =f (0), Ph (a) 172). 
- Ру (а) em f (a). 0) 


Pode-se, naturalmente, esperar que este polinómio seja num certo 
sentido «próximo» da função f(x). 

Procuremo-lo sob a forma dum polinómio segundo as potências 
inteiras de (x — a) e cujos coeficientes são indeterminados 


P, (3) 6, +O (E — 9) C ea oC +... 
sra HC (c — à). (2) 


Determinemos os coeficientes C, Cs, .. Cn de maneira que 
seja satisfeita a relação (1). 


Calculemos, de seguida, as derivadas de Р, (х): 


Р, (2) = C, + 2С, (2 — a) + 3C, (x — t+... 
os nC, (z — а)", 

Ру (а) = 2C, 4- 32C, (x — a) +... 
enin — UC (2 — a)", 


[7 
Pine nb. 


. Substituindo x por a nas igualdades (2) е (3 
igualdade (1)] Pala) рог f(a), P's(a) B oe i 5 


Ha) = С, 
f=, 
"(a= 24:0, 


f" (à) = пп —1)(п — 2)... ACh 
donde encontramos: 


Co=1(0), C=f(a), Cc, 
[2] 


a 
„”®. 


Substituindo os valores dos coeficientes C, С, 
mula (2), encontramos o polinómio que se queria: ” dte 


PG) f() 7 


(2 — p (2 0)" ка 
OSEE") soe EA fh. © 
Designemos рог Ra C dife função li- 
Pech ur ug sd 


В, (2) = f (2) — Р, (а), 
donde 


1@ = Pa (2) + Ra (2) 
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ou mais explicitamente 
=+ 


ra c Ex raa. 


1 


p ELI fo + nto. ®© 


ese a Ra (х) o resto, Para todos os valores de x tais que o 
resto a pete o шошо Pa (0) dá uma aproximação bastante boa 
inção f(x); 

ШИР a po a fórmula (6) permite substi- 
tuir a função y —/(x) pelo polinómio 
у = Pa (x) com um grau de precisão igual 
ао resto Ra (3). 

O problema que se põe agora é o 
de avaliar o resto Ки (х) para diversos 
valores de x. 

Escrevamos o resto sob a forma 


“o, @ 
A mer ig 


em que Q(x) 6 uma função a determinar. Ponhamos a fórmula (6) 
sob a forma: 


(o) = Ha) + 


(amar 


00. (6) 


@—4" ке y EY 
A Cn 

Para x e a fixos, a função О (x) tem um valor bem determinado; 
ly соо р о seguida, uma função auxiliar de é ( está 
compreendido entre a e x): 


ное 10-57 ro- S3 - re... 


(—8" سم‎ — EI, 
я Т @ о 


em que О é definido pela relação (6); supõe-se que a e x são números 
bem determinados. 


Calculemos a derivada F' (1): 


roy=-ro+ro- #5 ro+ 26 


(t — 


zu ve. E am 
fos re 
naO"? ری م‎ (Е—0* مم‎ у EE 
+ ace e 
ou depois de se ter simplificado; 


го E pena 07 0, ® 


Assim, a derivada da função F (1) existe para todos os pontos f 
vizinhos do ponto de abcissa a, 


Notemos, igualmente, que [em virtude da fórmula (69] 
F()-0, Ра) = 0. 
Logo, as condições de validade do: teorema de Rolle sio satis- 
feitas para a função РС!) e, por conseguinte, existe um valor { = ¢, 


compreendido entre a e x, para o qual F”(£) = 0. Daí deduzimos, em 
virtude da relação (8): 


EW roy y G— Quo, 
nt nt à 


donde 
ON 
Substituindo esta expressio па fórmula (7), temos: 
Rata) E A" ду, 


(n 4-0 


Ê a fórmula de Lagrange para o resto. Visto que É está com- 
preendido entre x e a, podemos pô-lo sob a forma(*) 


=a +0 (r — a), 


onde Ө é um número compreendido entre O e 1, isto é, 0<0<1; 
a fórmula que dá o resto fica: 


E 
R= TT f 


(9) Ver o fim do $ 2 do presente capitula, 


^*9 [a +0 (z — a)]. 
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A fórmula 
feti) += 


a 


Fa) + (+... 


(z — a" «n (= ent, +0 (r — 9) 
e СҮ Plate- 09) 


chama-se fórmula de Taylor da função f(x). 
Se na fórmula de Taylor se faz a = 0, encontra-se; 
a 
fe) 10) 4- 00) + 0+... 
^ лы 
күрү А 
س )کم‎ (Өг), 10) 
PO A ( 
onde Ө está reendido entre 0 e 1, Este caso particular da fórmula 
de Taylor о sob o поте de fórmula de Maclaurin. 


$ 7. Desenvolvimento das funções e”, sen x, cosx 
pela fórmula de Taylor 


1. Desenvolvimento da função f(x) = e*. 
Calculando as derivadas sucessivas de f(x), temos: 
fioe. 10)—1, 
fae, f()—1, 
Mase, "Om. 
Substituindo as expressöes encontradas na fórmula (10) $ 6, temos: 
m 


r m 


аай" 


E y dM з 
E ETT O 


0<0<1. 
Se |x| € 1, então, fazendo п = 8, tem-se para o resto a estima- 
tiva seguinte: 7 
LT 
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A fórmula obtida fazendo х = 1 permite calcular o valor apro- 
ximado do número e: 


1 1 1 
emi deg eeu 

Se se efectua os cálculos conservando 5 algarismos depois da 

virgula, tem-se: 
e= 2,71828. 

Os quatro primeiros algarismos depois da virgula são exactos 
visto que o erro não excede o número у ou 000001. 

Notemos que qualquer que seja x, o resto 


vn 
D 


e 
CEST] 
Com efeito, visto que 0 < 1, a quantidade ебх é limitada, para x 


fixo (ela é menor que es se x > Û e menor que 1, se x < 0). 
Demonstremos que para qualquer x fixo 


б +0 quando n = o. 


anti 
TEST 


+0 quando n — co 


Com efeito, 

z 
ni 
Se x é um número fixo, existe então um inteiro positivo N tal que 


[a| <N. 


Façamos 121 = q; então, tendo em conta que 0 < q < 1, podemos 
escrever para n=N +1, N 42, N 3, 


god 
(3D dd 
А ella 
E ux n і 
qt, 
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z z z 
Ea [essa [lee 
sl 7 [il Lal E 


o‏ ا 
Mas = 6 uma constante e, por conseguinte, não depende‏ 
de m; por outro lado, g^-*? tende para zero para n=» «. Logo,‏ 


Ti (1 


Por conseguinte, Ru (x) =" tende igualmente para zero 


para n. 

Resulta do precedente que qualquer que seja x, podemos cal- 
cular ez com a precisão desejada com a condição de tomar um número 
suficientemente grande de termos, 


2. Desenvolvimento da função f(x) = sen (x): 


Ha) = sen т, 1(0) 9, 


1 


Vimos sen ( 2). го 
O o re-4 


f” (2) = — сова = sen (+ sg). 1")- —1. 


"о 


sme (2445), MO 


а |), 090) = вап =, 


famem [240405 


fei esten 


Substituindo as expressões encontradas na fórmula (10) $ 6, daí 
deduzimos o desenvolvimento da função f(x) = sen x, segundo a fór- 
mula de Taylor: 

РИ: 

a+ 


каг=г 


= an 
nda I [inen 


Como |sen [E + (n 4-1) &] 
valores de x. lá 


< 1, lim А, (3) = O para todos os 


Fig в 


Apliquemos a fórmula assim achada ao cálculo do valor apro- 
do de sen 20º. Façamos m = 3, isto é, consideremos apenas os 
primeiros termos do desenvolvimento: 


Avaliemos o erro cometido que é igual ao resto: 
Ea 5 aji 
ina- (2) aj sem (E 2 < т = 04006 < 0,001. 


О erro cometido é pois inferior a 0,001, isto é, que sen 20° = 0,343 
^ menos de 0,001. 
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Os gráficos da função f(x) =senx e das três primeiras apro- 


ximagóes estão dados na figura 96 
y Sa) =2— 37 


Sila) 


3. Desenvolvimento da função f(x) = cos x. 


Calculando as derivadas sucessivas da função f(x) = cosx no 
ponto x = 0 e substituindo-as na fórmula de Maclaurin, encontramos 
о desenvolvimento: 


Neste caso igualmente lim Rn (x) = 0 para todos os valores de x. 


Exercícios 


Verificar o teorema de Rolle para as funções: 

1. у= —3х +2 sobre o segmento Il, 2). 

‚ у= + Sr — 6х sobre о segmento (0, 1]. 

з. у=(к—1) (к—2) le — 3) sobre o segmento (1, 3) 

y = sen? x sobre o segmento [0, 7} 

A fumo fl) = Axê + x? dro 1 tem por raízes 1 е — 1 

à raiz da derivada f (3), de que é assunto no teorema de Rolle. 

6. Verificar que entre as raízes da função y =]/27=57-6 se encontra uma 
raíz da sua derivada. 

7. Verificar o teorema de Rolle para a função y = cost x sobre o segmento 


a 1 
deri] 

в, A função y =1 — Y anulase mas extremidades do segmento [—1, 1). 
Verificar que a derivada desta função nio se anula em nenhum ponto 
do intervalo (— 1, 1). Explicar porque não se pode aplicar aqui o 
teorema de Rolle 

3. Compór а fórmula de Lagrange para а função у = пх sobre о sg 
memo [ty ху. Resp. seni Sen x = (1, = X) соз €, Xj CE e 

10. Verificar a fórmula de Lagrange para а função Y = 2x — x? sobre o 
segmento (0, 1). 

11. Em que ponto a tangente à curva y —s* é paralela à corda subiendo 


ов pontos M, (0, 0) e M, (a, an)? Resp. No ponto da abcissa c = 


: 
"үг" 


^4, 16, arz Ст. 


Em que ponto a tangente à curva v = Log x é paralela à corda subiendo 
ponios Муй, 0) e Male, D) Resp. No pono da abena mei. е 
Utilizar а fórmula de Lagrange para demonstrar as desigualdades: 


Exit M. Това) Сз (250). 15. em <nbn-1(0—a) para 


Escrever a fórmula de Cauchy para as funções f(x) = x, ф (х) = x® sobre 
УЖЫН cod 
Calcular os límites seguintes: 


19, tim 
m 
2. dim 
lim .س‎ 
x Vio 
пш Logs 
a (nd " e» 2 
E 
БИ, FT 
MPG oc NUR amoo 
LEL pt see 
Кас e Есад 
din э. ци ER em quen 
utm) tos (E) 
Маеце Re (edi 
ТЕ 


{ Di 
Barr 


Him (12) e. 


t А 


lim usi] 


wet L Log 
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Al, lim (sec p—tgq). 61. arctgz xi ES T 
m Se E. 


“i 


48, lim zetg 2r, 


45, lim #Î 
ESI 


em (2). 


b] 


49. lim (etg ©, 


и. (E) 


©" 
5з. Decompor o polinómio xt — Sx + Set + х 2 segundo эз potências de 
reni z 


54, Decompor segundo as potências de x + 1 o polinómio z* -+ 27% — a! + 
u a do 


55, Escrever a fórmula de Taylor para a função y= VF para al, n= 3, 


56, Escrever a fórmula de Maclaurin para a função у= VT Fx para n= 2 


57. Utilizar os resultados do exemplo anterior para avaliar o erro aproximado 
da igualdade 


Ура-аа para 2—0,2. 


Elucidar a proveniência das igualdades aproximadas para baixos valores 
de x e avaliar o erro das igualdades: i 


58, Log cos ze — E 


SE, 


"IE: maara 


ба. Loet VTR) aan t 
Utilizar a fórmula de Taylor para calcular o limite das expressões: 
e 


65, lim ROUEN seats 


tg و‎ 
66. lim ® an 
jg ttc quae 
o. uy oma ()] 
jm (4-52). 


09. lim (2-а 2). 


mica 


Capítulo У 
ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNQOES 


$ 1. Posição do problema. 


O estudo das relações quantitativas entre os diversos fenómenos 
da natureza, leva-nos a procurar e a estudar o vinculo funcional exis- 
tente entre us variáveis que caracterizam um dado fenómeno. Se este 
vínculo funcional puder ser expresso sob uma forma analítica, isto é 
com o auxílio de uma ou de várias fórmulas, é-nos, então, possível 
iniciar o estudo desta dependência funcional pelos métodos da análise 
matemática. Por exemplo, após о estudo da trajectória dum projécti 
lançado no vácuo, encontramos a fórmula 


que exprime a relação funcional existente entre o alcance R, o Angulo 
de tiro a e a velocidade inicial v, (g é a aceleração da gravidade). 

Graças a esta fórmula, é-nos possível determinar para que valores 
de a o alcance R será máximo ou mínimo, em que condições o aumento 
de a implicará o do alcance, etc. 

Citemos um outro exemplo. O estudo das vibrações dum corpo 
repousando sobre molas (combóio, automóvel) fornece-nos uma fórmula 
exprimindo a dependência funcional entre o afastamento y deste corpo 
da posição de equilíbrio e o tempo f: 


y ^ (A eos ot + B sen at). 


As grandezas k, А, B, e, que entram nesta fórmula, têm um 
valor bem determinado para um dado sistema vibratório (elas dependem 
da clasticidade das molas, do peso do corpo, etc, mas nào variam 
com o tempo 1) e, por conseguinte, podem ser consideradas como 
constantes, 

A fórmula obtida permite concluir para que valores de £ o 
afastamento у aumenta com f, como varia o valor do afastamento 
máximo com o tempo, a que valores de £ correspondem estes afasta- 
mentos máximos, para que valores de г se obiém as velocidades 
máximas de deslocamento do corpo, etc. 
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Todas as questões deste género se reduzem a um mesmo problema, 
mais geral, que se designa «O estudo da variação das funções», 

É, evidentemente, difícil responder a todas estas questões 
calculando o valor numérico das funções em certos pontos (como o 
fizemos no Capítulo ID. O objecto do presente capítulo é dar os 
princípios gerais do estudo da variação das funções. 


$ 2. Crescimento e decrescimento das funções 


Definimos, no $ 6 do Capítulo I, as funções crescentes e decres- 
centes, Utilizaremos agora a noção de derivada para o estudo do 
crescimento e do decrescimento das funções. 

Teorema— 1. Se a função f(x) derivável sobre o segmento 
[a, b] é crescente sobre este segmento, então, a sua derivada nào é 
negativa sobre este segmento, isto é, Ë (x) > 0. 

2. Se a função f(x) é continua sobre o segmento [a, b], derivável 
no intervalo (a, b) е, mais, se f(x) > 0 para а < x < b, então, f(x) 
é uma função crescente sobre o segmento (a, b]. 

Demonstração — Demonstremos em seguida a primeira parto do 
teorema. Seja f(x) uma função crescente sobre o segmento (a, b]. 
Atribuamos à variável independente x um crescimento Ax e consido- 
remos o quociente 


fife a 


Az 
Sendo f(x) uma função crescente, tem-se: 
fr + Ax) [2] para Аг >0 


Ha+ Ax) </ (2) para Az<0, 
Nos dois casos 
[a+ Аа) — H3) 


Az 


>0 (2 


mente pequenos de Ax, о que contradiria 
onstremos agora a segunda parte do teorema. 0 
para todos os x pertencentes ao intervalo (a, D). muro 
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Consideremos os dois valores arbitrários x; e x, (x < х) da 
variável independente tomados sobre о segmento (a, 5]. “ 

Em virtude do teorema de Lagrange sobre os crescimentos finitos, 
temos: 


f6)—1()—. 


Por hipótese (8) > 0, por conseguinte, f (x) — f(x) > O, о que 
exprime bem que f(x) é uma função crescente. 


E Ma Y 
t 
ИТ т": т xe 
2) D) 


Fig, 97 


(Damn), n«t«nm 


Pode-se enunciar um teorema análogo para as funções decres- 
centes. (deriváveis): 

's TO) é uma função decrescente sobre la, b, então, f (x) < 0 
sobre este segmento. Se T(x) < 0 no intervalo (a, b). então, 1(x) é 
decrescente sobre o segmento (a, b]. 
[Bem entendido, supomos aquí, 
igualmente que a função f(x) é 
continua em qualquer ponto do 
segmento [a, 5] e derivável em 
qualquer ponto do intervalo (a, ۵).] 


Nota — O teorema que acaba- 
mos de demonstrar interpreta-se 
geométricamente como se segue: se 
a função f(x) é crescente sobre о 
segmento (а, b], a tangente à curva 

(х) forma, em cada ponto 
Fig. 98 deste intervalo, um ângulo agudo y 
сод o eixo, Ол (es ces pentes 

cla pode ser paralela a este eixo). A tangente deste Angulo não 
Sas! gula f G) =189 > 0 (fig. 97, a). Se a função f(x) 6 decres- 
Gente sobre o segmento [a b] o ângulo formado pela tangente e o 
eixo Ox é obtuso (ou excepcionalmente, em certos pontos, a tangente 
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é paralela ao eixo Ox). A tangente deste ângulo não é, pois, positi 
(fig. 97, b). A segunda parte do teorema interpreta-se da mesma 
maneira. Assim, este teorema permite concluir se a função é crescente 
ou decrescente, consoante o sinal da derivada. 


Exemplo — Determinar o domínio de crescimento e de decrescimento da 


função 
y 
Resolução — A derivada desta função € 
и = 4а; 


para x > 0, tem-se y'> 0 е por consequência а função é crescente; 
para x < O, tem-se y <O e a função é decrescente (fig. 98). 


$ 3. Máximo e mínimo das funções 


Definição de máximo — Diz-se que a função f(x) admite um 
máximo no ponto x, se o valor da função f(x) é neste ponto 
maior que em qualquer outro ponto dum certo intervalo contendo 
о ponto x, Por outras palavras, a função f(x) admite um máximo 
по ponto х = x, se f(x + Ax) < f(x) para todos os Ax (positivos 
y ou negativos) suficientemente pequenos 

em valor absoluto (*). 

Por exemplo, а função y = f(x), 
cujo gráfico está representado ma fi- 
gura 99, admite um máximo para x = xi. 


Definição de mínimo — Diz-se que 
a funcio f(x) admite um mínimo para 


x. е 
Паз g n 5e + Аз) >f (dy 
NOM para todos os Ax (positivos ou negativos) 


suficientemente pequenos em valor abso- 
luto (fig. 99). Por exemplo, а função que consideramos no 
fim do precedente parágrafo (ver fig. 98), admite um mínimo para 
x=0, visto que y=0 para x =0, e y>0 para todos os outros 
valores de x. 

Chamamos a atenção para os seguintes pontos relativos à defi- 
nição do máximo e do mínimo. 

1, Uma função definida sobre um segmento só pode atingir o 
seu máximo ou o seu mínimo num ponto interior deste segmento. 


(*) Enuncia-se por vezes como esta definição: a função f(x) admite 
um máximo no ponio x, se exite uma vizinhança (a, $) do ponto x, 
(«© x, < В) tal que para todos os pontos desta vizinhança diferentes de x, 
a desigualdade [() <f (x,) seja satisfeita. 
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2, Não se deve confundir o máximo e o mínimo duma função 
respectivamente com o seu maior valor e o seu menor valor (os 
limites superiores e inferiores) sobre o segmento considerado: o valor 
da função no ponto máximo apenas é o seu maior valor em relação 
aos seus valores nos pontos x, suficientemente vizinhos do ponto 
máximo. Do mesmo modo, num ponto mínimo, ela apenas é о 
menor valor da função em relação aos seus valores nos pontos 
suficientemente vizinhos do ponto mínimo, Eis porque, se emprega 
por vezes as expressões máximo relativo 
ou mínimo relativo, em vez de máximo 
e mínimo, 

Assim, a figura 100, representa uma 
função definida sobre o segmento [a, b), 
que tem 


um máximo paa x = x, e x 
um mínimo para x = x, e x 


TAR AN É 
mas o mínimo da função para x = x, é Tig. 100 
maior que o máximo desta fungáo para 
x = x. Por outro lado, o valor da função para x = ^ é maior que 
o valor desta função nos pontos de máximo 

Chama-se máximos e mínimos duma função aos extremos ou 


aos valores extremais desta função, 
Os valores extremais duma função e as suas disposições sobre 
o segmento [a, b], caracterizam, em certa medida, a variação da 
função em relação à variação da variável independente. 
Indicaremos, de seguida, um método para achar os valores 
extremais, 


Teorema — 1. (Condição necessária para a existência dum ex- 
tremo). Se a função derivável у = f (x) tem um máximo ou um mínimo 
no ponto х = X, então, a sua derivada anula-se nesse ponto, isto é, 
е0) =0. 

Demonstração — Suponhamos, para fixar ideias, que a função 
y=f(x) tem um máximo no ponto x = х. Então, teremos para 
os Ax(Ax-0) suficientemente pequenos em valor absoluto 


f + An) fn). 


1( + Az) — f(z) <0. 
Mas, então, o sinal do quociente 
Ar 


isto é, 


é determinado pelo sinal de ал: 
Hr + Ar) — 16) 
Ar 
а А — 16) y 
Ar E 
Resulta da definição de derivada que 


>0 pm Ar<0, 


para Arc 


fm) = lim Lect A — 169 
^ Аг 


Se a derivada de f(x) existe no ponto х= х, o limite do 
do membro direito não depende da maneira como Ах tende para 
zero (permanecendo positivo ou negativo), 

Mas se Ar-»0 permanecendo negativo, então, 


P) 29. 
Se 4x >0 permanecendo positivo, então, 
Fla) «0. 


Como f'(x) é um número bem definido, não dependendo da 
maneim como Ах fende para zero, as duas desigualdades anteriores 
não são compatíveis, a não ser no chso em que 

f 

Demonstrar-se-ia, duma maneira análoga, o teorema para o caso 
do mínimo. 

O teorema assim demonstrado, traduz a propriedade geométrica 
seguinte: se a função f(x) tem uma derivada no ponto máximo ou 
no ponto mínimo, a tangente à curva у= f(x) nestes pontos, é 
paralela ao eixo Ox. Com efeito, resulta da relação f (x,) = 1g p = 0, 
em que y ё о Angulo formado pela tangente е o eli Ox, que p= 
ig. 99). 

Resulta imediatamente do teorema 1: se a derivada da função 
f(x) existe para todos os valores considerados da variável indepen- 
dente, então, a função não pode ter um extremo (máximo ou mínimo) 
a não ser para os valores de x que anula a derivada, O reciproco 
não é verdadeiro: um ponto onde a derivada se anula não é neces- 
süriamente um máximo ou um mínimo da função. 

Por exemplo, a derivada da função representada na figura 99 
anula-se no ponto x = x, (a tangente é paralela ao eixo Ox), mas. 
neste ponto não há nem máximo nem mínimo. б 
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Do mesmo modo, a derivada da função у = л? (fig. 101) anula-se 
по ponto x = 0: 


(у), (329), == 0, 
mas, neste ponto, a função não tem nem máximo nem mínimo. 
Com efeito, por mais vizinho que seja o ponto x do ponto O, temos: 
¿20 pn 2<0 


620 pw 2>0. 
Estudamos o caso duma função / (х) derivável em qualquer 
ponto do seu domínio de definição. O que se poderá dizer a respeito 


Fig. 101 Fig. 102 


dos pontos onde a derivada não existe? Mostraremos, em exemplos, 
que nestes pontos а função pode ter um máximo ou um mínimo, 
mas pode igualmente não ter máximo nem mínimo. 

Exemplo — junção у= |х| não tem derivada no pomo x= 0 
(neste pont cura Pao tem tangente definida) mas ela tem um minimo пече 
ponio (ip. 102): у= 0 para x =0 e em qualquer outro ponto х diferente 
de zero y > 0. 


Fig. 103 ‚тш 


Exemplo—2. A função у = (1 — 27)? não tem derivada no ponto 
Eid ze 


o que ym —(1— tod se torna infinita quando x tende para zero; 
Weis sl simis um miimo new pomo! (00) = le })<1 quio Y 
é diferente de O (fig. 103). 


Exemplo—3. A função y = Е não tem derivada по ponto x=0 
(y/— © para x>0). Neste ponto a função não tem máximo nem mínimo: 
1(0)=0; 70) <O para x«0, f( >0 para x>0 (fip 104) 


Assim, uma função nào pode ter extremo a não ser em dois 
casos: nos pontos em que a derivada existe e se anula, e nos pontos 
onde a derivada não existe, 

Notemos que se num ponto a derivada nào existe (mas existe 
numa certa vizinhança desse ponto) ela tem uma descontinuidade 
nesse ponto. 

Os valores da variável independente, para os quais a derivada 
se anula ou tem uma descontinuidade, chamam-se pontos críticos ou 
valores críticos, 

Resulta do que precede que todo o ponto crítico não é neces- 
sariamente um extremo, Mas se a função tem um máximo ou um 
mínimo num certo ponto, este último é necessáriamente um ponto 
crítico. Eis porque se procede da seguinte maneira para determinar 
os extremos, Acha-se primeiro todos os pontos críticos, depois estuda-se 
cada ponto crítico separadamente, a fim de determinar se 4 um 
máximo, um mínimo da função ou se nem é um nem outro, 

O estudo da função nos pontos críticos é bascado nos teoremas 
seguintes, 


Teorema — 2. (Condições suficientes para a existência dum ex- 
tremo). Seja f(x) uma função continua num intervalo contendo o 
ponto critico x, e derivável em qualquer ponto desse intervalo (salvo, 
talvez, no ponto х). Se a derivada muda de sinal de mais para 
menos quando se passa pelo ponto crítico da esquerda para a direita, 
а função tem um máximo para x = х,. Se a derivada muda de sinal 
de menos para mais quando se passa pelo ponto x, da esquerda para 
a direita, a função tem um minimo nesse ponto. 
Assim, 


۹ s) { F()>0 para г<, 
F()<0 pra zz. 
a função admite um máximo no ponto x 
"ENT [ f()-0 pm zz 
1()>0 раа 2>2, 
a função admite um mínimo no ponto x, Além disso, é preciso 
as condições a) ou b) sejam satisfeitas para todos os v 


suficientemente próximos de xı, isto é, para todos os pontos duma. 
vizinhança suficientemente pequena do ponto crítico xj. " 


nê 
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Demonstração — Suponhamos, primeiramente, que a derivada muda 
de sinal passando de mais para menos, isto é, que para todos os x 
suficientemente vizinhos do ponto xy, temos: 
f()-0 para «<a, 
Fl) <0 para za. 
Aplicando o teorema de Lagrange à diferença f(x) — f(x). 
obtém-se: 
1 fe) f з), 
em que £ é um ponto compreendido entre x е x 
l Seja x < xı; então, 
Ea /(ф >0, FE) <0 
e, por conseguinte, 


1G) — f) <0 
ou 
H < n). (0 
2 Seja x > xı: então, 
Em, PH< MBlr—)<o 
е, por conseguinte, 
Ha Ha) <0 
ou 
10а) «ng. e 

As relações (1) e (2) mostram que para todos os valores de x, 
suficientemente vizinhos de x, o valor da função é menor que o valor 
da função no ponto x, Isto significa justamente que a função f(x) 
admite um máximo no ponto xi. 

Demonstra-se, duma maneira análoga, a segunda parte deste 
teorema. 

A figura 105 ilustra claramente a significação geométrica do 
teorema 2. 

Suponhamos que f'(x) = 0 para x = x, e que para todos os 
outros valores de x suficientemente vizinhos de x, as desigualdades 
F()>0 para zz 
Г@а)<0 paa zo 

são satisfeitas, 

Se para x < x, a tangente à curva forma com o сіхо Ox um 
Angulo agudo, então, a função é crescente; e se para x > x, a tan- 
gente à curva forma com o eixo Ox um ângulo obtuso, a função 
é decrescente; no ponto x — x, a função que era crescente torna-se 
decrescente, por outras palavras, cla admite um máximo. 


Suponhamos agora que f'(x;) = 0 para х = x, e que para todos 
оз outros valores de x suficientemente vizinhos de л, as desigualdades 


fG)-0 para z—zn 
F()>0 раа zn 


são satisfeitas. 

Se para х < x, a tangente à curva forma com о eixo Ox um 
Angulo obtuso, então, a função é decrescente; e se para xX > X, а 
tangente à curva forma com o eixo Ox um ângulo agudo, então, a 
função é crescente, No ponto x = x; 

a função decrescente torna-se crese y 
cente, isto é, tem um mínimo, 

Suponhamos que no ponto xx, 

T (x) = 0 e que para todos os valores 
de xy as desigualdades 

£()>0 para zen 

f()70 раа zc 7 ТЛУ СТ 
são satisfei 

Então, a função é crescente para 
x < xı assim como para x > xa. Por 
conseguinte, ela não tem máximo nem mínimo no ponto x = x, É jus- 
tamente o que tem lugar para a função y = x no ponto x =0, 

Com efeito, a derivada desta função é igual a у = 3x, logo 


Pig. 105 


20 


Quom. (у)х‹›:>0, Qs 


Isto significa que a função não tem nem máximo nem mínimo 
no ponto x = 0 (ver fig. 101). 


$ 4. Caminho a seguir para o estudo do máximo e do mínimo 
duma função derivável com o auxílio da derivada primeira 


Referindo-nos ao parágrafo anterior, podemos enunciar a seguinte 
regra respeitante ao estudo do máximo ¢ do mínimo duma função 
derivável 


102), 

1. Caleulase a derivada primeira f'(x) da função. 

2. Procuram-se os valores críticos da variável independente x; 
para isso: 


a) Procuram-se as raízes reais da equação obtida, igualando a 
zero a derivada primeira f (x) = 0; 
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b) Procuram-se os valores de x para os quais a derivada f(x) 

tem descontinuidades. 

3. Estuda-se o sinal da derivada à esquerda e à direita do 
ponto crítico. Como o sinal da derivada nào muda no inter- 
valo compreendido entre dois pontos críticos consecutivos, basta, 
estudar, por exemplo, o sinal da derivada à esquerda e à direita do 
ponto critico xa (fig. 105), determinar o sinal da derivada no ponto 
в е В (к Сах X &B < Xs, em que x, e x, sio os pontos 
criticos vizinhos de xa), 

A, Cululaso o valor da função f(4) para cada valor critico 

iável, independente, 

a kc esquema seguinte exprimindo os diferentes casos 
que se podem apresentar. 
Sina de derivada fp ma, эма 


Naturesa do ponto critico 


5-а [e 
l f(x) 0 ou descontinuidade | — | Máximo 
f(x) 0 ou descontinuidade | + |m 


+ |f) =0 'ou descontinuidade 


Nem máximo nem mínimo (a 
função é crescente) 


- |Nem máximo nem mínimo (a 


=0 ou descontinuidade 
РР função é decrescente) 


Exemplo — 1. Achar os máximos e os mínimos da função 
TS 

Resolução — 1. Caleulemos a derivada: primeira desta função: 
Иа da + 3. 

2, Achemos as raízes reais da deriva 
а 4+3 


241. 


0. 


Por conseguinte, n 
mcd а 


A derivada é sempre contínua; não há, pois, outro ponto crítico, 
3, Estudemos os valores criticos e representemos os resultados na 
106. 
Pire damos о primeiro ponto etico з, = 1. Como у = (e (8-9) 
para 2 < 1, temos y = (—)(7) > 0; 


«м. 
para 251, temos у = (+)(-)<0, 
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Logo na vizinhança do ponto x, = 1 (quando se pasta da esquerda para 
à direita) а derivada muda de Gina: ela рама de mah рыз menos ® 
A função admite, então, um máximo para x = I JY valor di função 
neste ponto e: 
; 


3 


[T 
Estudemos o segundo ponto crítico x, = 3; 
para z <3, temos y! = (+Ь).(—) < 
Para 2 > 3, temos y = (+) (+) > 0, 
Iso significa que na vizinhança do ponto x=3, а derivada muda de 
sinal; ela passa de menos para mai A função tem, pois, um mínimo para 
x=}, O valor da função neste ponto é: 
(lama = 1. y 
Os resultados do noso estudo permitem- 
nos. construir o gráfico da função (tig. 106). 


Esemplo=2. Achat os máximos 
mínimos da função im 


==) VA, 
1. Calculemos a derivada; 


Resolução 


2, „Achemos os valores críticos da variável 
independente! a) achemos os pontos onde à deri- 
vada se anula 


a 


B) determinemos os pontos de descontinuidac 
da derivada (esle preme eno a. fun 
torna-se Чайыш. O pomo 
"— 
está evidentemente no número destes últimos. (Notemos que a fu lo é definida 
* contínua no ponto x, = 0). i — У 
Não há outros pontos arcos 
3. Determinemos a natureza dos pontos críticos encontrados. Estudemos 


o ponto x, ==. Notemos que 
0) 22<0 220 
2>۵ €) i» 


Fig. 108 


Polemon, no, con qu а fto admite vm mino зә ponio у=. 
O valor da função no ponto mínimo é igual a 


V55- 
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Estudemos o segundo ponto crítico х= 0. Resulta de 
[I 
que a função tem um máximo no ponto х=@. Além disso, (Уго = 0. 


O gráfico da função considerada está 
representado па figura 107. 


5. Estudo do máximo e 
mínimo das funções com 
auxilio da derivada segunda 


Seja y = f(x) uma função cuja 

т derivada se anula no ponto x = Xu 

isto é, f'(x) = 0. Suponhamos, além 

disso, que a derivada segunda f” (2) 

existe e é contínua numa vizinhança 

do ponto x, Podemos, então, enun- 
ciar o teorema seguinte. 


Teorema — Seja f (к) = 0; en- 
tão, a função tem um máximo no 
Pig, 107 ponto х= х, se f(x) <O e um 
minimo se f" (x) > 0. 


Demonstração — Demonstremos, primeiramente, a primeira parte 
do teorema. Sejam 


fí)=0 e [f'(n)«0. 


Sendo f” (x), por hipótese, contínua numa certa vizinhança do 
ponto x = х, existe, evidentemente, um segmento suficientemente 
Pequeno que contém o ponto x, em todo o ponto, no qual a derivada 
segunda f” (x) é negativa, 

Mas f(x) é derivada da derivada primeira f” (x) = (P (0); eis 
porque resulta da condição (f(x) < 0 que a função f'(x) é decres- 
Ponte sobre o segmento que contém x = x, ($ 2, Cap. 5). Mas f (x) = O, 
por conseguinte, sobre este segmento temos Р (х) > 0 para x < x, e 
Р (x) < 0 para x > xı, isto é, que a derivada f'(x) muda о seu sinal 
de mais para menos quando se passa pelo ponto x = x, Isto significa 
precisamente que a função f(x) tem um máximo no ponto x, А pri- 
meira parte do teorema está assim demonstrada. 

Demonstra-se, duma maneira análoga, a segunda parte do teo- 
rema: se f(x) > 0, então, f” (x) > 0 em todos os pontos dum certo 
segmento contendo o ponto x, logo sobre este segmento f” (x) 
= (f (x) >0, e, por conseguinte, f (x) é crescente. Como f(x) = 0, 
isso significa que passando pelo ponto x, a derivada f'(x) muda 


о seu sinal de menos para mi outras рајам função 
ap na DURAS ESI 

Se no ponto crítico f” (x) a função pode, ou admitir neste 
ponto um máximo ou um mínimo, ou não ter extremo neste ponto. 
Em casos semelhantes, o estudo da função deverá ser feito segundo 
o primeiro método (ver $ 4, Cap. 5) 

O estudo dos extremos com o auxílio da derivada segunda pode 
ser esquematizado no quadro seguinte. 


rom | уон | Мечты ponto 
0 — | Máximo а 


o | 4 | mimes 


° O [| Não determinada 


Exemplo—1. Determinar os máximos e os mínimos da função 
y = 2 sen z + cos 2a. 


Resolução — Sendo a função periódica (o período é 
estuda snpomamento da ilo vore o segmento os amo "27 data 
1. Calgulemos a derivada: 


Y 200622 sen dr 


(cos z— 2 sen z cos а) =2 cos т (1—2 sen 2). 
1. Achemos os valores críticos da variável independente: 
20082 (1—2 ven з) «0, 


3. Calculemos a derivada segunda 
f= —2 sen z—4 cos 2z, 
4) Determinemos a natureza de cada ponto critico: 


ө? 


П 
221-641-840. 
„к 
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Por conseguinte, a função tem um mínimo no ponto x, = 


30 


U-4(=0>0, 


Por conseguinte, а função tem um mínimo no ponto x, = 
a(t) 


Fig. 108 


Mostremos, com exemplos, que se f(x)=0 e f" (x) = 0, a 
função pode ter no ponto x, ou um máximo ou um mínimo, ou 
não ter qualquer extremo. 

Exemplo—2. Determinar os máximos e os mínimos da função: 

ا ك 
Resolução — |. Achemos os pontos críticos:‏ 
=—4ё, —4=0, z= 0‏ 


2. Determinemos o simal da derivada segunda no ponto x = 0: 
Pie, Wham 
Por conseguinte, não podemos, neste caso, determinar a natuzera do ponto 
crítico considerado com o auxilio do sinal da derivada segunda. 
3. Estudemos a natureza do ponto critico empregando o primeiro método 
(ver f 4, Cap. V). 


Иер > Û, (о <0. 


A função tem, pois, um máximo no ponto х= 0. О valor da função 
neste ponto é: Я А 
(а = d 


O gráfico da função considerada está representado ma figura 109. 


Fig. 100 Figo t0 Figo t 


Exemplo—3. Determinar os máximos e os mínimos da função: 
ym 

Resolução — Procedendo de acordo com o segundo método, encontramos: 

Ny ha! = бё 0, 2=0; 2) ри = 308 (уи), а 0. 


O segundo método não permite, pois, julgar da natureza dos pontos 
críticos. O emprego do primeiro método impõe-se: 


EE 
Por conseguinte, a função tem um mínimo no ponto х = 0 (fig. 110). 
Exemplo — 4. Achar os máximos e os mínimos da função: 

y (ep 
Resolução — Segundo método: 
y = 3 (z — 1), 3 (= س‎ 1). 0, = 
= 6 (x i), (И) 05 
iii n apio do primeiro método impõe-se, visto que o segundo método 
É р >O (Was >O 


Por conseguinte, a função não tem nem máximo nem mínimo no ponto 
x71 (ig 1d. 
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$ 6. Maior e menor valor duma função sobre um segmento 


Seja y = f(x) uma função contínua sobre um segmento [a, B]. 
Ela atinge, então, sobre este segmento o seu maior valor e o seu 
menor valor (ver $ 10, Cap. Ш), Suponhamos que esta função tem 
um nümero finito de pontos críticos sobre este segmento. Se o maior 
valor é atingido no interior do segmento (a, b], cle identificar-se, 
evidentemente, com um dos máximos da função 
(se houver vários máximos), mais precisamente 
com o maior destes máximos, Mas pode igu 
mente suceder que o maior valor seja atingido 
numa das extremidades do segmento considerado. 

Assim, sobre o segmento (a, b] a função 
10) atinge o seu maior valor, quer numa das 
extremidades do segmento considerado, quer num 
dos pontos críticos interiores que é precisamente 
um máximo. 

Еме raciocínio aplica-se igualmente ao 
menor valor duma função definida num dado 
intervalo; ele é atingido quer numa das extre- 
midades do segmento, quer num dos pontos 
críticos interiores que é tm mínimo, 

Resulta do precedente a seguinte regra: para 
calcular o maior valor duma função continua 
sobre o segmento [a, b] procede-se do seguinte 
| modo: 
| 1) procura-se todos os máximos da função 
sobre o segmento considerado; 

2) determina-se o valor da função nas 
extremidades do segmento caleulando-se | (a) 


gratas 


е f(b); 
—— +15 3) escolhese o maior destes valores; ele 
me será justamente o maior valor da função sobre 


o segmento considerado, 
Proceder-se-á duma mancira semelhante para determinar o menor 
valor duma função sobre um dado segmento. 


Exemplo — Determinar o maior e o menor valor da função y = x — 3x +3 
str o mean [5:2]. 

estão 1. Actos a mios «ш ан da nto sro 
o seen 


Por conseguinte, a função tem um mínimo по ponto х= 


а = 
-6<0. 


Рог ошто lado, 
(и) 


Por conseguinte, a função tem um máximo no ponto х= — 1: 


lama 5. 
2. Calculemos o valor da função mas extremidades do intervalo: 


O maior valor da função considerada sobre o segmento [| 


ES 


ОЕ 
O gráfico da função considerada, está representado па figura 112. 


Aplicação da teoria do máximo e do mínimo 
das funções na resolução de problemas 


A teoria do máximo e do mínimo das funções permite resolver 
numerosos problemas de geometria, de mecânica, etc. Consideremos 
alguns problemas desta natureza. 


Fig. 113 


Problema — 1. O alcance da trajectória A (fig. 113) dum 
projéctil langado (no vácuo) com uma velocidade inicial v, sob um 
Angulo y com o horizonte é dado pela fórmula 


sen 2 
Ro sen o. 


(sendo g a aceleração da gravidade). Para uma dada velocidade inicial 
Vo. determinar para que valor do ângulo ¢ o alcance da trajectória 
será máximo. 
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Resolucio— A grandeza К é uma função do Angulo y. 
Estudemos os máximos desta função sobre o segmento 0 < p < F 


HR a 
dy Е e 


229 ЖЕТ 


o valor crítico é p= 


_ Ad senio, (52) “ 

ы go Nd AT 

A função А apresenta, por conseguinte, um máximo para о 
valor e 


Os valores da função R nas extremidades do segmento | ; 
são: 


(h=, (My =0 
D 
O máximo achado é o maior valor de R. 


Problema —2. Quais devem ser as dimensões dum cilindro de 
volume v para que a sua superficie total 5 seja mínima, 


Resolução — Designando por r o raio da base do cilindro e 
por h a altura, temos: 


Zar! + rh: 
Sendo dado o volume, A exprime-se em função de r pela fórmula 
p nh, 
donde 


Substituindo este valor de A na expressão de S, temos: 


v 
8 = 2a + 2ar a 
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PEU 
sean) 


v é aqui um número dado. Por conseguinte, exprimimos 5 em função 
duma só variável independente r. ке 
Achemos o menor valor desta função no intervalo 0 <r < 0: 


E 2 - £j. 
dr ® 


Por conseguinte, а função 5 tem um mínimo no ponto r = ry, 
Notemos que lim $ = е о limS=00, isto 6, que а superficie total 
se toma infinita para 1-0 ou r» o. Concluímos, pois, que а 
função S atinge o seu menor valor no ponto r = n. 


Mec уе, 


Daí resulta que a área total dum cilindro, para um dado volume, 
será mínimo se a altura do cilindro for igual ao diámetro da base. 


$ 8. Estudo dos máximos e dos mínimos duma função 
com o auxílio da fórmula de Taylor 


Indicamos, no $ 5 do Capítulo V, que se no ponto x = a, f (a) = 0 
e fla) = 0, a função pode ter ou um máximo, ou um mínimo neste 
ponto, mas pode igualmente não ter extremo. Em casos semelhantes 
recomendamos. determinar os extremos estudando о comportamaento 
da derivada primeira à esquerda c à direita do ponto crítico x = a. 

Vamos mostrar agora como esta questão pode ser resolvida com 
о auxílio da fórmula de Taylor ($ 6, Cap. IV). 


" 


194 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Suponhamos que, não sbmente f” (x), mas também as derivadas 
sucessivas da função f(x), até à ordem л, inclusivé, se апшат no 
ponto x=a:  ., ۴ o 

а=) =... — f" (0) =0, 


таз que ار‎ (a) 0. 


Suponhamos, além disso, que as deri 
ordem n + 1, inclusivé, são contínuas na у 

Tendo em conta (1), a fórmula de Taylor para а função f(x) 
tomará a forma: 


feft) + 


em que £ é um número compreendido entre a e x, 

Como fo (х) é contínua na vizinhança do ponto a e que 
iste um número positivo A, bastante pequeno, tal que 
para todo x satisfazendo a desigualdade | x — a | < A se tem [040 (x) x 
0, Mais, se f" (a) > 0, teremos f (**D (x) > 0 em qualquer ponto 
do intervalo (a — A, a + A): se fh (a) < 0 teremos [0D (x) < O 
em qualquer ponto deste intervalo, 

Ponhamos a fórmula (2) sob a forma 


+ NT 2) 
lira AO) (2) 


e consideremos diferentes casos. 

Primeiro caso —n 6 impar. 

a) Seja [049 (a) < 0. Então, existe um intervalo (a — A, a + № 
em que a derivada (л + 1) é negativa em cada ponto. Se x 6 um 
ponto deste intervalo, £ está igualmente compreendido entre a — h 
e a +h e, por conseguinte, (041) (b < 0, Sendo т + | um número 
par, (x — a) > 0 para xa e deste modo o membro direito da 
fórmula (2) é negativo, 

Por conseguinte, para х 52а temos em qualquer ponto do intervalo 


=h ahy 
EN 1) 10) <0; 


o que significa que a função tem um máximo no ponto х = a, 
b) Seja ft: (a) > 0. Neste caso, para A suficientemente pequeno 
temos f**™ (¿) > 0 em todo o ponto x do intervalo (a — A, a + №. 
Por conseguinte, o membro dircito da fórmula (2) 6 positivo, 
isto & que em todo o ponto do intervalo considerado teremos: 
Fa) — Ha) >0, 
o que significa que a função tem um mínimo no ponto x = a. 
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Segundo caso —n 6 par. 


Então n+ 1 é impar e a quantidade (x — a)"*1 tem diferentes 
consoante seja х < a ou X > a. 
Se h é suficientemente pequeno em valor absoluto, a derivada 
(п + 1) conserva em todo о ponto do intervalo (a— h, a+ A) o 
mesmo sinal que no ponto a. Resulta daí que f(x) — f (a) têm dife- 
rentes sinais conforme seja x < a ou x > a, Isto significa precisa- 
mente que a função não tem extremo no ponto x = a, 

Notemos que se para m par f"*D (a) > 0, então, f(x) < fa) 
para x <a e f(x) > f(a) para x» a. 

Se para n par fm (a) < 0, então, f(x) > f(a) para x «a e 
ftx) < f(a) para x > a. 

Pode-se enunciar os resultados obtidos da maneira seguinte, 
Se se tem para x = a: 


Га) e 170) =... = (а) = 0 


е se a primeira derivada {"*1 (a) que não se anula no ponto а é de 
ordem par, então, 


sin 


f(x) tem um máximo no ponto a se f™+® (a) < 0; 
f(x) tem um mínimo no ponto a se [0+*D (a) > 0. 
Se a primeira derivada que não se anula no ponto a é de ordem 
impar, a função não tem extremo neste ponto. Além disso, 
f(x) € crescente se f%*1 (a) > 0; 
f(x) € decrescente se f+ (a) < 0, 


Exemplo — Achar os máximos e os mínimos da função: 
10) = 2% +68 — A 4 1 
Resolução — Procuremos os valores críticos da função: 
104212441244 (P За Ar 1). 
Encontramos a equação: 
srt 320) =0 
em que o único ponto crítico €: 


=! 
(pois esta equação apenas tem uma única raíz real). 
Determinemos à natureza do ponto critico x = 1: 
P= 128 — 24z + 12 = Û pro 
(= 02-4 =0 — mui-í 
ЙҮ (2) =24> 0 qualquer que seja x. 
Por conseguinte, a função f(x) tem um mínimo no ponto х = 1. 
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$ 9. Convexidade e concavidade das curvas. Pontos de inflexão 


Consideremos no plano uma curva y= f(x) cujo gráfico é o 
duma função univoca e derivável, 


Definição — 1. Diz-se que a curva tem a sua convexidade vol- 
tada no sentidos dos y positivos no intervalo (a, В) se todos os pontos 
da curva se encontram por baixo da tangente em qualquer um dos 
pontos desta curva nesse intervalo. 

Diz-se que a curva tem a sua convexidade voltada para os y 
negativos no intervalo (b, c), se todos os pontos desta curva se encon- 
tram por cima da tangente em qual- 
quer um dos pontos desta curva nesse 
intervalo. 

Diz-se que uma curva, cuja 
convexidade está voltada para os y 
positivos, é uma curva convexa; de 
igual modo diz-se que uma curva, 
cuja convexidade está voltada para 
os y negativos, é uma curva cóncava, 

Dá-se na figura 114 uma curva 

ЕП que é convexa no intervalo (a, b) є 
cóncava no intervalo (b, c). 

A orientação da convexidade é uma característica importante 
da forma da curva. Neste parágrafo determinaremos os critérios que 
permitem definir a orientação da convexidade da curva representativa 
da função y = f(x) em diversos intervalos. à 

Demostremos о seguinte teorema. 


Teorema — 1, Se a derivada segunda da função f(x) é negativa 
em qualquer ponto do intervalo (a, b), isto é, se f(x) < 0, a curva 
y=f(x) tem, então, а sua convexidade voltada para os y positivos 
(а curva é convexa) neste intervalo. 


Demonstração — Escolhamos um ponto arbitrário x = x no inter- 
valo (a, b) (fig, 114) e tracemos a tangente à curva no ponto da 
abeissa x = x, O teorema ficará demonstrado se provarmos que todos 
os pontos da curva neste intervalo estão dispostos por baixo da tan- 
gente, ou, por outras palavras, se a ordenada dum ponto arbitrário 
da curva y=f(x) é menor que a ordenada y da tangente para um 
mesmo valor de x. 
A equação da curva é 


y=1(0). a 
A equação da tangente à curva no ponto x = x é 
#—1()= f) — 2) 
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у= (2a) Ff (ao) (r — 5). (2 


Resulta das equações (1) e (2) que a diferença das ordenadas 
da curva e da tangente correspondente a um mesmo valor de x é 


igual a 


у 010) — f) — li) (2 — zo) 
Apliquemos o teorema de Lagrange à diferença } (2) = f(x): 
v= y= (s — 20) — fir — 2) 
(em que c está compreendido entre x, e x); então, 
›—у=[/' (б) — fig — л). 


Apliquemos de novo o teorema de Lagrange à expressão entre 
paréntesis; então, 


yif e) = x) = д) [2] 


(em que c, está compreendido entre x, e c). 
Consideremos, primeiramente, o caso x > x, Neste caso х, < 
<e<x; dado que 


z-420  c-2m>0 
е que, por hipótese, E 
a) «0, 


resulta da igualdade (3) que y —5 < 0. 

Consideremos agora o caso x < x, Neste caso x < c < € € X, 
ех x, < 0, c — x, < 0; mas, como por hipótese, f" (c) < 0, resulta 
da igualdade (3) que 


›—-у<0. 


Assim demonstramos que cada ponto da curva se encontra por 
baixo da tangente à curva neste ponto quaisquer que sejam os valores 
de x e de x, no intervalo (a, Б). Isto significa justamente que а curva 
€ convexa. O teorema está demonstrado. 

Demonstra-se duma maneira análoga o teorema seguinte, 

Teorema — I’. Se a derivada segunda da função f (x) é positiva 
em cada ponto do intervalo (b, c), isto é, se f” (x) > 0, a curva y = f (2) 
tem, então, a sua convexidade voltada para os y negativos messe inter- 
tervalo (a curva é cóncava). 

Nota—Os teoremas 1 e 1 podem ser interpretados geomêtri- 
camente da maneira seguinte, Consideremos uma curva y = f(x) cuj 
convexidade está voltada para os y positivos no intervalo (a, b) (fig. 115). 
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A derivada f (x) é igual à tangente do Angulo a formado pela tangente 
à curva no ponto de abcissa x e o eixo Ox; por outras palavras, 
F(x) = tga. Eis porque f" (x) = [tga]'s. Se f(x) < 0 para todo o x 


do intervalo (a, b), então, tga decresce para x crescente. Geomètri- 
П 
a AZ 
? Caci 


Fig. 116 


te é evidente que se tga decresce para x crescente, а curva 
Fara MM. é phu o rela 1 dá a demonstração analítica 
desta propriedade geométrica. 

О teorema 1º é susceptível duma interpretação geométrica aná- 
loga (fig. 116). 


y 


Fig. 147 Fig. 118 Fig. 119 


Exemplo—1. Determinar os intervalos de convexidade e de concavidado 
ы v= 
Resolução — A derivada segunda 
y=-2<0 
para todos os valores de x. Por conseguinte, a convexidade da curva é sempre 
Orientada para cima (a curva é sempre convexa) (fi 117). 


Exemplo—2. Seja у=е®. 
Como. 


para todos os valores de x, a curva é cóncava, isto é, а sua convexidade está 
orientada para baixo (fig 118). 


Exemplo— 3. Seja a curva definida pela equação 
уте. 

eue PLE A 
y <0 para x40 e y">0 para x>0. Por conseguinte, a curva tem a 
sua convexidade orientada para cima para x <O e para baixo para 40 

Definição — 2. Chama-se ponto de inflexão ао ponto que separa 
a parte convexa duma curva contínua da sua parte cóncava, 

Os pontos O, 4 e B das figuras 119, 120 e 121 sio pontos de 
inflexão. 

É evidente que num ponto de inflexão a tangente atravessa а 
curva, visto que dum lado deste ponto a curva está disposta por 
baixo da tangente e do outro lado por cima, 


ы Y 


Fig. 120 Fig. 124 


Estabelegamos agora as condições suficientes para que um ponto 
da curva seja um ponto de inflexão, 

Teorema —2. Seja y = f(x) a equação da curva. Se f" (a) = 0 
ou se f” (a) não existe e a derivada segunda f" (x) muda de sinal pas- 
sando pelo valor х = а, о ponto da curva da abeissa x = a é um 
ponto de inflexão, 

Demonstração — 1. Seja f" (x) < 0 para x <a e f(x) > 0 para 
>. 

Então, a convexidade da curva está voltada para os y positivos 
para x < aie para оз y negativos para x >а. Por conseguinte, о 
ponto A da curva da abcissa x = a é um ponto de inflexão (fig. 120) 

2. Se f'(9>0 para х< e f(x) <O para x > b, a curva 
tem a sua convexidade voltada para os y negativos para x < b e para 
os y positivos para x > b. Por conseguinte, o ponto B da curva de 
abeissa x = b é um ponto de inflexão (ver (fig. 121). 

Exemplo—4. Achar os pontos de inflexão e determinar оз intervalos de 
convexidade e de concavidade da curva 
73 (шуа de Gauss). 

Resolução — 1. Calculemos as derivadas primeira e segunda: 
dEl 2, 
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2. A derivada segunda existe sempre. Achemos os valores de x para Resolução — |. Calculemos a derivada segunda: 
os quis y =0 Uy 07 = tem, 
ن ب‎ 2. Determinemos as raizes da equação y” = 
à : S M2 = 0, == 0. 


3. Estudemos os valores obti 


1 


para CÁM VES ите 100, 


eg‏ س لے < م 


a derivada segunda muda de sinal na vizinhança do ponto x, Por conseguinte, 
— > é um ponto de inflesão. As 


о pono da curva de abeissa x, 


vi 


coordenadas deste ponto são: (^ é 


рери 


1 
a> =, tem 
pa Yr. 


Por conseguinte, para х, = — a curva tem igualmente um ponto de 


v 


inflexão. As coordenadas deste ponto мо: (7 


Por outro lado, a existência deste segundo ponto de inflexão, resulta 


imediatamente da simetria da curva em relação ao eixo Oy. 
4. Resulta do que se acaba de dizer que 


a curva é cóncava para oo rc 


П 
а curva é convexa раз — Le 
7 SE 
1 
a curva é cóncava para + Са o. 
ya <+ 
5, кешш da expressão de derivada primeira 


para r0 se tem y >0, logo a função é crescente: 
para x > O se tem Y <O, logo a função é decrescente; 
para x =0 se tem y =0. 
A função tem um máximo neste ponto, a saber y= 1. 
€ fácil graças aos resultados obtidos tragar o gráfico 
função (fg. 122), 
Exemplo —5. Achar os pontos de inflexão da curva 
у= 


3. Estudemos o valor obtido x = 0 
para x < 0, teme у” > 0, a curva € cóncava; 
para x > 0, tem-se у” > 0, a curva é convexa. 
Por conseguinte, a curva não tem ponto de inflexão (fig. 129) 
П 


Fig. 122 
Exemplo —6. Achar os pontos de inflexão da curva 


1 
v=”. 
Resolução — |, Calculemos as derivadas primeira e segunda: 
A 
пир 
Fent; y 


y 


2. A derivada segunda não se anul e 
existe para m t mk ی ا‎ nep su BN 


Y 


yat 


Fig. 123 Fig. 124 

3. Estudemos о valor х=! 
para x < 1, teme y" > 0, a curva é cóncas 
para x > 1, teme y" < 0, a curva é convexa, 


A curva tem, pois, um ponto de inflexão para x=1. Ё о ponto (1; 0) 
Notemos que У =% para xml, iso é, que a tangente A curva neste 
ponto é paralela ao eixo Oy (fi. 124) pi 
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$ 10. Assimptotas 


Acontece frequentemente ter-se que estudar a forma da curva 
y=f(x) e, por conseguinte, o comportamento da função quando 
as coordenadas dum ponto variável da curva rendam para o infinito 
(em valor absoluto). No decurso dum tal estudo, um caso particular 
nos retém sobretudo a atenção. É aquele em que a curva considerada 
se aproxima indefinidamente duma dada recta, quando um ponto variá- 
vel tomado sobre esta curva tende para o infinito (°). 


Fig. 125 Fig, 120 


Definição — A recta A chama-se assímptota duma curva, se а 
distância 8 dum ponto variável M da curva a esta recta tende para 
zero, quando o ponto M tende para o infinito (fig. 125 e 126). 

Na sequência, distinguiremos as assímptotas paralelas (isto é, 
paralelas ao eixo das ordenadas) e obliquas (isto é, não paralelas ао 
eixo das ordenadas). 


1. Asstmptotas paralelas ao eixo Oy. 
Resulta da definição de asimptota que se lim f(3) = ә 
ou lim f(x) = о, ou lim (2) = ж. então, a recta x 


assimptota da curva у = f (x). Inversamente, se а recta x = a é uma 
assímptota a esta curva, então, uma das igualdades anteriores é satisfeita. 

Por conseguinte, para determinar as assímptotas paralelas ao 
eixo Oy, é necessário achar os valores х = а para os quais a função 
y=f(x) tende para o infinito quando x + a, Se um tal valor de 
x existe, a reca x = a será uma assímptota da curva paralela ao 
eixo Oy. 


é uma 


Dizse que o ponto variável M tomado sobre a curva tende para 
о infinito, se а distância deste ponto da origem das coordenadas aumenta 
indefinidamente. 


Ê, tem uma asimptota paralela ao eixo 


, visto que y— o para x—5 (fig. 127). 


A curva y 


Fig. 127 


Esemplo 2. А asi — г 
ias a шо оу Mo ытын i ша И e PHA pa 


Fig. 128 


Esemplo—3. A recta x=0 é uma assímplota paralela ао eixo Oy 


para а curva ye visto que тете ® (Gp 129) 
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П. As assimprotas obliquas. 
Suponhamos que a curva у = f(x) tem uma assimptota obliqua. 

j é 
cuja equação PRESA у 
Determinemos os números k e b (fig. 130). Seja М(х. y) um 
ponto da curva e N (x, y) um ponto da assimpota. 
y 


yd 


1 
=== 


Fig. 120 Fig. 130 


O comprimento do segmento MP é igual à distância do ponto M 
à assímptota, Por hipótese 


lim MP=0, (2) 


Designemos por p о Angulo formado pela assimptota e о eixo Ox. 
Resulta do triángulo ММР que 


MP 
cosg 
sendo p um Angulo constante (чене de i) ‚ resulta da igualdade. 
anterior que 


N 


lim NM =0, e) 


m 


€ inversamente, da igualdade (2) resulta a igualdade (2). Mas 
NM = [0м —QN |=|у—у| =11(2)— (ke + b). 
e а igualdade (2) se transforma em 
lim (f(a) — ke — i] — 0. в) 
Assim, se a recta (1) é uma assímptota, a igualdade (3) € veri- 


ficada, e reciprocamente, se as constantes k e b verificam a igual- 
dade (3), a recta y = kx + b é uma assimptota. 
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Determinemos agora k e b. Pondo x em factor na igualdade (3), 


temos: 
lim AO! 


e | # z 


Como x=» + э, devemos ter 
lim [2 
т 


e 


ou 


k= lim 22, 


Conhecendo А, achamos b da igualdade (3): 
b= dim [F(a — ke]. [2] 


Assim, se а reca у= Ах +b € uma assímptota, acha-se ов 
coeficientes k e b com a ajuda das fórmulas (4) e (5). Inversamente, 
se os limites (4) e (5) existem, a igualdade (3) é verificada e a recta 
y= kx + b é uma assimptota. Se um dos dois limites (4) e (5) não 
existe, а curva nào tem assímptota, 

Notemos que estudamos esta questão referindo-nos à figura 130 
para x > + в, mas todos оз nossos raciocínios são igualmente válidos 
para о caso em que хэ — co, 


Exemplo —4, Achar as asiimptotas da curva 


Resolução — 1. Procuremos as assímptotas paralelas ao eixo Oy: 
quando == — 0, y + 00; 
quando z-e +O, y. 
A recta x =0 é, por conseguinte, uma asimptota paralela ao eixo Oy. 
2. Procuremos as asimptous obliquas: 


aede d Mq md O 
da i din, rt ا‎ 
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Por conseguinte, à reta 
ET 
da 
& uma ашина oia da ——---m 
Mi qo de cu tm relação A sus asimptota cons 
س‎ E A da curva e da assimptota correspondente 


EE 


— (243) 


x>0 esta diferença 6 negar 
х € 0 positiva, por conseguinte, 
para x > 0 arcurva está disposta por baixo 
© para x «0 por cima da sua asimptota 
р 131). 


Esemplo—S. Achar as assímplotas 
da curva 


eixo Oy. 
as assimptolas obli- 


bo dim [ее senet 
m 
= lim ес sen 20 
Fig. 134 ach 
Por conseguinte, a recta 


é uma asimptota obliqua para r-9 f 


A curva considerada não tem assímptota para x — ©. 


lim. 2 não exise, visto que # 177 мал+1 (o primeiro temo 
rar 


quando х9 — e, por conseguinte, o limite não 


ver fig. 


$ 11. Esquema geral do estudo das funções 
e da construção dos gráficos 


O estudo das funções resume-se geralmente em determinar: 

1) O domínio natural de definição da função; 

2) Os pontos de descontinuidade da função; 

3) Os intervalos de crescimento e decrescimento da função; 

4) Os pontos de máximo e de mínimo, bem como os valores 
máximos e mínimos da função; 

5) Os domínios de convexidade e de concavidade do gráfico, 
os pontos de inflexão; 

6) As assimptotas do gráfico da função. 


Este estudo permite traçar o gráfico da função (por vezes 6 
preferivel esboçar os elementos do gráfico destes elementos paralela- 
mente ao desenvolvimento do estudo), 


Моја —1, Se а função considerada y = (x) é par, isto 6, tal 
que o valor da função não mude quando a variável independente 
muda de sinal, por outras palavras, se 

f(-3-19. 


basta estudar a função e construir o seu gráfico únicamente para os 

iti vel independente pertencente ao domínio de 
definição. No que respeita à parte do gráfico correspondente aos valores 
negativos da variável independente, basta notar que o gráfico duma 
função par é simétrico em relação ao eixo das ordenad 


Exemplo — 1. -A função y =x? é par, visto que (— x)! = (x3) (ver fig. 5) 
Exemplo—2 А função у = созх é par, visto que cos (= х) = cosx 

(ver fig. 16), 

Nota—2. Se a função y = f(x) € impar, isto é, que ela muda 


о seu sinal quando a variável independente muda de sinal, por outras 
palavras, se 
(<= —/@), 


basta estudar únicamente os valores positivos da variável independente, 


O gráfico duma função ímpar é simétrico em relação à origem das 
coordenadas. 


Exemple—3. A função ye: é impar, visto que (— x) m — x 
7. 


Exemplo—4, A função y = sen x é (трат, visto que sen (— x) = — sen x 
fig. 15. 


Nota—3. É, por vezes, preferivel inverter а ordem das operações 
| efectuar quando se inicia o estudo duma função concreta, porque 
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ceras propriedades da função permitem, por vezes, deduzir outras. 
Por exemplo, se estabelecemos já que a função considerada é contínua 
© derivivel, e que determinamos 05 pontos do máximo e do mínimo. 
Por isso mesmo determinamos os intervalos de crescimento e de decres- 
cimento da função. 


Exemplo—$. Estudar a função 


Fa 
e construir o seu gráfico. 


Rerluglo 1, O domínio de definição da função € o аст 
00 DITE? Nemo imediatamente que y <O para x40 e que y>0 
uer omini 

sempre continua; 

2. Алы os máximos e os mínimos desta função, Partindo da 

igualdade 


"IL wm 
rura? 
encontramos os pontos críticos: 
LLLI ai 
Estudemos a natureza dos pontos críticos: 


y <0pn r< i 
y> O pam s> t 


A função tem, pols, um mínimo no ponto х= 
min (еа = — 05. 


Por outro lado, 
y >0 para «i. 
y <O para >i. 
Por conseguinte, а função admite um máximo no ponto х = 1: 
Umas De a 045. 
4, Determinemos os intervalos de crescimento e de decrescimento da 
função: 
y<0 para = Cx € —1,‚ а função é decrescente; 
y >0 para —1«x«l a função é crescente; 
y <0 para 1<x< 9, а função é decrescente, 


s, Deterinemos se ems de convexidade, de concavidade e ot 
pontos de inflenão da curva. 
Resulta da igualdade META 
ra 
que 


a=-V5, n=% n=V5 
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Estudemos y” em função de x: 
para co <z<— VT тле jO, а curva é convexa; 
para —ДЗ<т<0 вте И DO, а curva é côncava; 


para 0а СИВ шты <O, а curva é convexa; 
pan Уа тые gr»0, а curva é côncava: 
For conseguinte, o ponto de coordenadas am VÎ, y=— Y é um 
ponto de intento, Маче igualmente que ox pontos (0, 0) e (V5. VE) 


são também pontos de inflexão. 
6. Determinemos as assímptotas da curva 


para ze + со, y -+ O; para z= — оо, y» Û. 


Por conseguinte, а recta у 0 é а única asimptota obliqua. A curva 
não tem assímptotas paralelas ao eixo Oy. porque para nenhum valor finito 
de x o valor correspondente da função tende para o infinito. 

O aráfico da curva estudada está representado na figura 132. 


H 
veta 
os E 
Yon 
$ 


Fig, 132 


Exemplo 6. Estudar а função 


y= art 


є construir o seu gráfico 


Resolução — 1. A função £ definida para todos os valores de x. 
2. A função é sempre continus 
3, Procuremos os máximos e os mínimos desta função: 


A derivada existe sempre, menos nos pontos 
470 € =. 

Estudemos os valores limites da derivada quando х9 —0 e x>+0 

1 DEM 4—3: 

im EE = 00, Нш 

x 3y aE x SVO 
x<0 temse y <O; para x>0 temse у > û. 
Por conseguinte, a função tem um mínimo no ponto х = 0, O valor da 
função neste ponto é igual a zero. es 
“ 
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ponto. Na vizinhança do ponto х, = 2a, 
[н cano шеше ponto а uio d 
оодо A mme Gora nee 
и 
А derivada aula para 1 SA 
Euudemos «не ponto sno Renta 
aa apenas бене mes que 


n 
et a> Ê me 


Por conseguinte, a função admite 
um máximo no pomo zf 


Pie tna V 


4, Utilizando os resultados do estudo efectuado deduzimos os inter- 
valos de crescimento e de decrescimento da função: 


a função é decrescente para — ао < 1 < 0; 


a função é crescente рага 0 < x < ү; 


a função é decrescente para f < z < 00. 
5, Determinemos os intervalos de convexidade e de concavidade da 
curva, bem como or pontos de inflexão: a derivada segunda 


mo se anule em мит pont; contado, ela tem dois pontot de deson 
Wuidade: sio os ponto» x =0 e xy mda. pS 
P “Estudemos o sinal da derivada” segunda na vizinhança de cada um 
destes. pontos 

para x <O, tem-se y" «0, а convexidade da curva está, pois, orientada 

ra cima 

“ para x > 0, tem-se у” < 0, а convexidade da curva está ainda orientada 
para cima. н 

O pomo de abisa х= 0 nio ё, pois, um ponto de inflexão, 
PAESE d Ma y <O, à convenidade da Curva está, pois, Orientada 


tem-se уе > 0, а convexidade da curva é orientada para 


O ponto (1a, 0) é, pois, um ponto de inflexão. 


6, Determinemos as asimptotas da curva: 


die 
lim [3/2231—23- 2] — 
Lam quo dance 
eus p ли ршн a S 
A recta " 
ye 
é, pols, uma awimptou obliqua da curva y= Zu" — 2, O gráfico da 


шуа estudada está representado na figura 133, 


$ 12. Estudo das curvas dadas sob a forma paramétrica 
Sej 
jam 4 | A 
›=%@ 


as equações paramétricas duma curva, 
Neste caso о estudo e о traçado desta curva fazem-se da mesma 
maneira que para uma curva dada pela equação 


yo, 


Calculemos as derivadas 


dÉ _ 
D qt. 
dt q'(, 


(0. 


(3) 


a O, 
ти) 


para os pontos da curva na vizinhança dos quais q gráfico desta última 
tem por equação у = f(x), em que f(x) é uma certa função. 
Determinemos os valores do parâmetro | = f, fa ..., ly рага os 
quais uma pelo menos das derivadas з" e y'(t) se anula ou tem um 
ponto de descontinuidade. (Tais valores de г serão chamados valores 
sríticos.) Em virtude da fórmula (3), define-se em cada intervalo (ty ts). 
(fs. ta), e (fa 1, А) €, por conseguinte, em cada intervalo (x ла). 


fa x. cos n za) (em que a, = 900), о sinal de SL е por isso 


de 
ue 
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mesmo se determinam os intervalos de crescimento ou de decrescimento. 
Isto permite determinar a natureza dos pontos correspondentes aos 


valores f, f, «cu ty do parâmetro. Calculemos agora; 
dy VOTO NO @ 
de le or 


Esta fórmula permite-nos definir a orientação da convexidade 
em cada ponto da curva 
Para determinar as assimptotas, procuram-se os valores de f tais 
que nas suas vizinhangas quer x, quer y tenda para o infinito, e os 
Valores de £ tais que mas suas vizinhanças x e y tendam simultânea- 
mente para o infinito. O estudo da curva se processa da mancira habitual. 
Mostremos, com exemplos, certas particularidades do estudo das 
curvas dadas sob a forma paramétrica, 
Exemplo — 1, Estudar” а curva dada pelas equações 
scam) 
у= атте. 


a 

Resolução — As grandezas x e y são definidas para, todos os valores 
de 1. Mas, tendo em conta a periodicidade das funções cosi e sentí (o seu 
periodo é igual a basta “considerar a variação do parâmeiro £ entre 
Oe 27; д varia, então, sobre o segmento [— a, al; o domínio de definição 
da função y é o segmento [= a, о} А curva considerada não tem, pois 
amimptotas. Achamos em seguida: 


SE da corti sent, 
e 


“de 
GE da sent cost. 


dy 


Est эл, Determinemos: 


derivadas animse para 1 = Û, LL, л, “г 
dy Sa sent t cost А 
de ea coreto Mt e 
Utilizando as fórmulas (2), (3), formemos o quadro seguinte: 


Sina | carácter da 
[Domínio de variasto Dominio de varasto] go (variacio de, 
e de [win 


Dominio 
variação а 


2>1>0 — | decresce 
[D + | «== 
—а<<0 — | decresce 
a | аве 


Este quadro mostra-nos que a relação (1) define duas funções continuas 
da forma y = f(x) tais que para 01 v se tem y 20 (ver as duas pri- 
meiras linhas do quadro) e para 7 < f & 27 tem-se y «0 (ver аз duas últimas 


linhas do quadro) Resulta da fórmula (9): 
qm Lo ^ 


A tangente à ste 
acção 


Qr ues 
à curva nestes pontos é, pois, paralela ao eixo Ox. Achemos, 
ау i 
гт 
donde conclulmos: 
parao ntemie 200, а curva d ciam, 
ES 


paran <!<2лете Tk <O, а curva € convexa. 


Os resultados obtidos permitem-nos construir a curva considerada (fig. 134). 
Esta curva chama-se asteróide, 


Exemplo—2. Construir a curva dada pelas equações (fólio de Descartes). 


a a 


Resolução — Estas duas funções sio definidas para todos os valoro 1 
excepto tm 1, 
Além 


disso, m 


xr нох 
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Neste ponto a tangente à curva é paralela ao eixo Oy. 


dy " 
йти ar OF ° e 
Dal deduzimos os valores criticos seguintes para п 


Neste ponto a tangene à curva é paralela ao eixo Ox. Procuremos as 
lmptotas: 


“ 


ya de= im Lo. tim ED 
AA 


Achamos em seguida: 


tal 


tm Putin 
ig, [7 


bo lim (0—60 


dy 
de 


ө» 


Servindo-nos das fórmulas (17), (27), (3º), formemos o quadro seguinte: 


Por conseguinte, a recta у= 
ramos da curva quando а-э + %. 


é uma awimplota de um dos 


Carter da, Do mesmo modo, achamos: 
odo de d 

Vw f ds ۴ 
-œ<1<-1 | (42449 | 0>у>- | — | den be lim. (phases, 
-Igizo -<3 <0 ¿o >y>0 decresce % sa E 
осі 042154 | о<и<аў? | + стоке 


Assim, а recta у = — x — a é uma asimptota 
de um dos ramos da curva quando x =» — 0. 


| ек» Segundo o estudo que acaba de ser feito, 


dem a ol а Е 
a X E s mulum ЧЫР lo iE 
vi<i<+o vas serão tratadas no Capítulo УШ, $ 19, «Pontos 
MM E E 
m 
кеша de ата O 
E "M Ai iria ca пары 
Galia EL. «e 


E (sci 1032—0563, 


у) a 

Por conseguinte, a curva passa duas vezes pela origem das coordena A pata rel, umi para г= 
(a origem das coordenadas é um ponto duplo da curva, na vizinhança 2 3 А 
origem a curva tem dois ramos); o primero ramo tem uma tangente paral 23822-45213 Ress упа — 10 para 21, Ини —22 para = 
ao eixo Ox e o segundo uma tangente paralela ao eixo Oy. Por outro 


— 24208. Resp. Ymax = para жє: 1, унны рага 70. 
— Bz 4-2, Resp. ушах =2 para 2=0, иніо —li para z—42. 
O. y 32 12575-20007, Resp. máx. para z— —4 el 1=3, mía, para =- 


(42) 


7. y= 2— (2— 9. Resp. max =2 para х=! 
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1 Mi nma ici, e mic panca dois máx: para zare cos E 
2 * 


de 


, Resp. máx. para 


Log2 
Fet, Resp. min. para r= — EE 


[рт Resp: Umm para z= 


<:<3). 


а) te 


15, y 24192, Resp. Sem extremos. 


a 3 
16. ye sen a. Resp. mín, para = 2k j , MÁX, para 24 л. 


= e para = 


17. y 2020142, Resp. máx para 2907 mín. para 


ig e 


18, y =(1—2)9 (224-1), Resp. ymin em 


ө. у= n Resp. min. para zel i máx para se — 


DIT I 


20, jr (az). Resp. ушах 


E a 
рі ma para z= 


. Resp. máx para z= 


Resp Yana = Уй para 23]; umi ——1 para z= 


Из 


¡máx para acd. 


para z= 


БА 
25. y хрз, Resp mín, para 2= le. 
28. у . Resp. máx. para = 
y log sare tg. Resp. A шордо cresce 


mío. para z—1. 


Log: 


їч. y sen dr sen z. Resp. mín. para 2=n/2; máx para = 
29. y rut Mg rs Resp. Sem extremos. 


ema; sema) 


mia 
mérte 


BL. yare sen (sen 2), Resp. máx. pa 


E } mín, para zs 


ima 
Achar o maior e menor valor das funções mos segmentos indicados: 
92. y= Ваа (2022), Resp. O maior valor é y=2 para 
=1,0 menor valor é `у=—2$ para 2=+2, 


эу Sae pas IEEE MO O lr ыа y 


2 


o meno nix 4 pe pa é 


FOSA Resp O maior valor é у= para zm, o menor 

valor é y=—1 para 
esa 

esi) 

a a 

Pro o menor valor é y= pai. 


36. Desejacie Coser uma caixa sem cobertura de volume máximo cortando e 
dobrando dum modo apropriado, quadrados iguais numa folha de chapa 


Rep. O maior valor é = pam 


do lado a. Qual deve ser o comprimento do lado destes quadrados? Resp. $., 


37. Mostrar que entre todos os rectângulos inscritos num dado circulo, o 
quadrado tem uma superfície máxima. Mostrar também que o 
é máximo para o quadrado, 


38, Mostrar que entre todos os triângulos isósceles inscritos num dado circulo, 
о triângulo equilátero tem um perímetro máximo. 


30. Achar, entre os triângulos rectángulos cuja hipotenusa é igual a A, o que 
tem uma superfície máxima. Resp. O comprimento de cada lado é igual 
h 


40. Achar, cntre os cilindros rectos inscritos numa esfera de raio R, o que 
tem um volume máximo. Resp. A айша deste cilindro € igual a 2% 


AL. Determinar “entre os cilindros rectos inscritos numa dada esfera de raio R 
о que tem área lateral máxima. Resp. A altura deste cilindro é igual 


a RVZ. 


AZ. Achar entre os cones rectos circunscritos a uma esfera do rao R, a 
altura do que tem volume minimo. Resp. A altura é igual a 4R. (O volume 
é, então, igual ao dobro do da esfera) 


43. O interior de um reservatório sem cobertura cujo fundo tem a forma de 
um quadrado deve ser recoberto de chumbo. A capacidade do reservatório 
é 321 Quais devem ser as dimensões deste reservatório, para que а 
quantidade de chumbo utilizado seja mínimo? Resp. Altura 02m; lado 
da base 04 т, (isto é, o lado da base deve ser o dobro da altura). 
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44. Um tolha deve fazer uma gotsira de capacidade máxima cujo fundo ponto de maneira que forme com as direcções positivas dos eixos coor- 
€ lados laterals tenham 10cm de largura; mais, os lados laterais devem denados um triângulo de superfície mínima. 
Ser igualmente inclinados em relação ao fundo. Qual será, no cimo, 


а largura da goteira? 


J. Demonstrar que a fabricação de uma tenda cónica, de capacidade dada, Seja dado um ponto sobre o cito da parábola y2=2px e situado А 
exige uma despesa de tecido mínimo, quando a altura da tendo é VZ Филон a do vénice desta parábola. Encontrar” a abcis do pono da 
vezes maior que o raio da base curva. mals próxima. deste ponto. 


56. Estima-se que a resistência duma trave paralelipipédica 6 proporcional à 
sua largura e ao cubo da sua altura; encontrar à largura da trave mais 
resistente que se pode debitar dum tronco de lócm de diámetro. 


57. Um barco está mum ancoradouro a 9km do ponto mais próximo da 
costa, Um mensageiro deve alcançar o mais rápido а uma localidade 
situada а 15 кт do ponto da extremidade mais próxima do barco. Dado 


4T. Tem-se de fabricar uma caldeira soldando As extremidades dum cilindro que um mensageiro percorre Skm por hora, a pé, е 4km por hora em 
duas sembesferas, As paredes da caldeira lem uma espessura constante, canoa, em que ponto da extremidade deve acostar para chegar o mais 
Para um dado volume v da caldeira, como proceder para que a super: rápido possível a esta localidade? i 


Mele оне ын тшм! 58, Um ponto material desloca-se no plano à velocidade v, em redor da 


linha recta MN e à velocidade v, sobre esta linha. Que caminho deve 
percorrer para satisfazer. no tempo mais curto, p trajecto AB, we B for 


um ponto da linha MA? À distância do ponto A A Tinha MN é igual 
48, Construir um trapézio isósceles de perimetro mínimo para uma dada Ein ponin ба еа, MNT А. Чай wel м ЖУ. 
supe licio S; о Angulo da base é igual a eo ERU ^ projecção a, do ponto А sobre а 


AO, Inscrever numa esfera de raio R um prisma triângular regular de volume 


50, Elevase um peso w com a ajuda duma alavanca, O fardo encontraste А 
máximo. distância a em do ponto de apoio; cada parte da alavanca de lcm de 
comprimento pesa v gramas. Qual deve ser o comprimento da alavanca 
50. Cireunserever um cone de volume mínimo a uma semisstera de mio R- para que а força necessário para elevar o peso seja mínimo? 
А base deste cone coincide com o plano diametral de base do semi- 
"esters. Calcular a altura deste cone, 


51. Circunserever um cone recto de volume mínimo a um cilindro de raio r 
supondo que as suas bases estão num mesmo plano e que os centros seguintes: zi, z3.. -y 34, Mostrar que a soma dos quadrados dos desvios 
apra. (= xp)! será mínimo se sẹ- escolher 


destas últimas coincidem. 
EET. 


52. Cortar um sector num circulo de cartão de raio R de modo que enro- D ў 
lando-o se obtenha um funil de capacidade máxima. 61. A fim de reduzir ao máximo a fricção dum fluído contra as paredes 
dum canal, concebe-se este último de maneira que a superfície de contacto 
веја mínima. Mostrar que a forma ideal dum canal paralelipipédico aberto, 
cuja área da secção transversal é dada, é obtida quando a largura do 


53, Entre todos os cilindros circulares inscritos mum cubo de aresta а oh o n 
cujo. eixo coincide com a diagonal do cubo e cujos círculos de bases sana) 4 dupi 
SD gentes d faces do cubo, determinar o que tem volume máximo. Determinar os pontos de inflexão e os intervalos de convexidade e de 
concavidade das curvas” 
62. у = 1% 
63. у= 12 
54. Seja no plano um sistema ortogonal de coordenadas e um ponto (y Ya) 64 yt 33 — ge y. 
lomado ho primeiro quadrante, Traçar uma recia passando por este 
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Vie. 


Ta 
73. d 
Шс 


ч yet 


80. y? (z— 2а) = 22—03. 
Estudar o comportamento e construir o grófico das função 


Я Н 
арена A 


99. усхва х. 


102. y=Log sen z, 


ws. ( 


T z= acl cost, 
2 y=a (1— cosi). y= ae! sent. 


п, 


Exercícios suplementares 
Encontiar as asimplotas des curio 
а 
AE 
jel. 109, — 


110. 


ан. 
из. 


114. 


so MZ усева з. 


115 


Estudar o comportamento e. construir. о gráfico dus funções: 
ит, у=}, M8. yo Log | 2|, 109. узна, 
120, у= (12-02 (2—2). 121. уг |а|: 122 ye, 


129. уза УН. dH. um Logo. 126 y= oga 
128, paa E, 


аж. ygi e 


1 
129. y=xLogz. 190, y= 
132, у= II 
136. ym desen s. 136, yen |sen = |42, 187, ym sen (28), 
188, y costa enta, 139, yo SEL, 


ө. .اعت ےر‎ аш. مسر‎ (£181) - 18H 


ven (E-E 


ы Mmm 0 еа 


а. 134, y= [ад |. 


<a) 


exu). 


143, 


ес ي‎ = 


Capítulo VE 


CURVATURA DUMA CURVA 


$ 1. Comprimento do arco e sua derivada 


Suponhamos que o arco da curva MM (fig. 136), é o gráfico 
da função y=f(x) definida no intervalo (a, b), Defimamos о com: 
primento do arco da curva. Tomemos sobre a curva АВ ов pontos 
Ми My, Mas o Mi oa Mis» -, Mn ty М. Juntando estes pontos pelos 
segmentos de recta obtemos uma linha 
poligonal MM,M, «Mi М, o Mn М 
inscrita no arco M,M, Designemos por Pa 
o comprimento desta linha poligonal, 

Chama-se comprimento do arco АВ 
(e designa-se por s) o limite para o qual 
MJ tende o comprimento desta linha poligonal, 
(^ quando o comprimento do maior dos 
— segmentos M,., M, que constituem esta 

кан linha tende para zero, se este limite existir 
e não depender da escolha dos vértices da linha poligonal М.М.М, ... 
MiMi s Ma Mo 7 

Notemos que esta definição do comprimento dum arco de curva 
qualquer, é análoga à do comprimento da circunferência 

Mostraremos, no Capítulo XII, que se a função f(x) e a sua 
derivada P (x) são continuas sobre o segmento [a. b], o arco da curva 
y = f(x) compreendido entre os pontos (a, f(a)] e [b, f (b) tem um 
comprimento bem determinado que se pode caleular com o auxílio 
de fórmulas apropriadas. Demonstrar-sc-6, no mesmo capítulo, que 
sob as condições acima citadas о quociente do comprimento do arco 
е do comprimento da corda correspondente tende рага a unidade, 
quando o comprimento da corda tende para zero, isto é, 


, comprimento MoM 
RAS 
vr aro compriment 


L 
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Pode-se facilmente demonstrar este teorema pela circunferência (°). 
d pianto, pera o caso geral, admltido-emos por agora sem demon. 
Consideremos o seguinte problema. 
Seja y = f(x), a equação duma curva do plano Oxy. 
E e Mis, do ¡pesto dada: mao sobre esta curva € 
, y), um ponto variável desta curva. Desi i- 
mento do arco ММ (fig. 138). T 


Fig, 147 


Quando a abcissa x do ponto M varia, o comprimento s do 


arco varia igualmente; é, por conseguinte, uma fu 
a derivada de з em relação û x. кше 


Demos a x um crescimento Ax, O arco з sofre, então, um cres- 

cimento as = comprimento MM,. Seja MM, a corda que subtende 

este arco. Para determinar o límite lm 35, procedemos da maneira 
ў лаза АЎ 

seguinte; obtemos do triângulo MM,Q: 


Мм = (Аз)? + (A 
Multipliquemos e dividamos o primeiro membro por as": 


UAM 
E 
Dividamos os dois membros da igualdade por 4x: 
(2) (2) 

As Az 


CY Consideremos o arco AB correspondente so Angulo so centro 
137). O comprimento deste arco é igual a 2Ra (R designa o raio do pits 


(Аз)? + Lg. 


o comprimento da corda correspondente é 2F sena. Eis porque 
Ra 


tim compimento АЙ ji 
s^! comprimento AB a 


PP 
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Achemos o limite dos membros, esquerdo e direito, quando Ax > 0. 


ou 
(1 


Obtemos a seguinte expressão pelo diferencial do arco: 
EN 
= 1 үа 2) 
ds ү «(E ( 


ds= Vdr + dy’. (2) 
Obtivemos a expressio do diferencial do comprimento do arco 
para uma curva cuja equação é y= f(x). Contudo, a fórmula (2) 
é igualmente válida, no caso em que a curva é expressa por equações 
paramétricas. 
Se as expressões paramétricas da curva sio: 


req. Y=, 


ou (°) 


então, 
dr=q'(t)dt, dy= (i) dt, 


e a expressão (2), escrevesse sob a forma 


ds Viv (DF + (¥ (OT dt. 


$ 2. Curvatura 


Um dos elementos que caracterizam a forma duma curva é о 
seu grau de flexão, de encurvamento. Seja dada uma curva que não 
tem pontos duplos e que tem uma tangente determinada em cada ponto. 

Tracemos as tangentes à curva em dois pontos quaisquer 4 
e B e designemos por а o ângulo formado por estas tangentes Ou, 


(*) Verdadeiramente falando, a fórmula (2) apenas está certa se dx > 0. 
Se dx «0, э gei ?--dyi. Eis a razão porque é mais justo se 
Seer para o Ошо рчы: ka 
eE qae Vara 


mais exactamente, o ángulo de rotação da tangente quando se passa 
do ponto A ao ponto B (fig. 139), Chama-se a este Angulo, ángulo 
de contingéncia do arco AB. De dois arcos do mesmo comprimento, 
o mais encurvado é aquele cujo ángulo de contingência é maior 
(fig. 139 e 140). 

Por outro lado, nào se pode, evidentemente, caracterizar o grau 
de encurvamento dos arcos de curva de comprimentos diferentes 


vA 


Fig. 120 Fig. 140 Fig. 161 


bascando-se ünicamente no Angulo de contingéncia, Por conseguinte, 
a característica completa da curvatura duma curva qualquer será o 
quociente do Angulo de contingéncia pelo comprimento do arco cor- 
respondente, 


Definição — 1. Chama-se curvatura média Km do arco AB ao 
quociente do ângulo de contingência correspondente a e do comprimento 
do arco que cle subtende: 


A curvatura média dos diferentes arcos duma curva pode variar 


com o arco escolhido; assim, a curvatura média dos arcos ÁR e A,B, 
da curva representada sobre a figura 141 não é igual, ainda que 
estes arcos sejam de igual comprimento. Mais, o grau de encurva- 
mento desta curva varia gradualmente. Eis porque. a fim de caracterizar 
o grau de encurvamento duma curva dada na vizinhança imediata 
dum dado ponto А, introduzimos a noção de curvatura num ponto. 


Definição — 2. Chama-se curvatura da curva no ponto A e 
nota-se Ka ао limite para o qual tende a curvatura média do arco АЙ. 


15 
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quando o comprimento deste arco tende para zero (isto é, quando В 
se aproxima (*) indefinidamente do ponto 4): 

Ka lim Kgc lim E. 

D A-0 AD 


Exemplo — Dado um círculo de raio r: 1) determinar à curvatura média 
do arco АВ correspondente ao ângulo ao centro e (Dp. 142) 2) determinar 
Асаш no pomo 4. 

Resolução —1. E evideme que o Angulo de contingência do arco AB 
é igual a а e que o comprimento deste arco é igual a ar. Por conseguinte, 

ass 


past 


4 q ou 
pm. Kant. 
2 A curvatura no ponto A igual a 


a_i 
x acid 

Assim, a curvatura média dum arco do círculo 

de maio Y мо depende da” posição e de comprimento 


Pig. HAF demo arco; ela € igual para todos os arcos a D. Do 
mesmo modo, a curvatura do cireulo num pono dado não depende da posição 
dese ponto e é também igual a D. 

Nota — Notemos que para uma curva qualquer a curvatura pode 
geralmente variar quando se passa dum ponto para outro. É о que 
veremos em seguida. 


$ 3. Cálculo da curvatura 


Vamos estabelecer uma fórmula que nos permitirá calcular a 
curvatura em cada ponto M (х, y) duma curva. Suporemos que num 
sistema de coordenadas cartesianas a curva é dada por uma equação 


da forma 
=) (1) 


e que a função f(x) tem uma derivada segunda continua. 

“Tracemos as tangentes à curva nos pontos M e М, de abcissas х 
e x+ ах e designemos por p e y + 4¢ os ângulos formados por 
estas tangentes com o eixo Ox positivo (fig. 143). 


(*) Supomos que o valor do limite é independente da escolha do ponto 
variável B (2 esquerda ou à diri do ponto А). 


Designemos por s o comprimento do arco MoM contado a partir 
dum ponto dado М, (chama-se-lhe, por vezes, a abcissa curvilínea do 


— سے‎ ps 
ponto M); então, as = M,M,— ММ, е |мз| = MM. 
Vê-se, imediatamente, da figura 143, que o Angulo de contingência 


correspondente ao arco MM, é igual ao valor absoluto (*) da diferença 
dos ângulos ¢ e y + ду, isto é, que cle é igual a [ap |. 
Em virtude da definição da curva 
tura média, temos para o arco MM): 
1491 -| ^s 
[Asp lar 
Para calcular a curvatura mo ponto 
М, é preciso achar o límite desta expres- 


são quando o comprimento do arco MM, 
tende para zero: 


Fig, Ма 


"Como y e s dependem de x (são funções de x). podemos con- 
siderar у como uma função de s e supor que esta função é expressa 


€, por conseguinte, 
(2) 


Para calcular ЕА utilizamos а fórmula de derivação das funções 
paramétricas: 


de ode 
ds ds 
a 


(0) B evidente que para a cu tada a 
visto que âp >0, * id нез o A E 


ES AA AAA 
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Para exprimir “2 com a ajuda da função у = (5), notemos 
3 


que tgp = » e, por conseguinte, 
dy 
qaum. 


Derivemos esta igualdade em relação a x; temos: 


que 


Eis porque, 


sls 


ou, visto que K z| temos finalmente: 


"pr 13) 


Por conseguinte, em qualquer ponto da curva onde a derivada 
segunda ФУ existe e é continua, pode-se calcular a curvatura com 


dii 
o auxilio da fórmula (3). Notemos que, no decurso do cálculo da 
curvatura, afecta-se de sinal mais a raíz do denominador, visto que a 
curvatura é, por definição, uma quantidade nào negativa. 


Exemplo —1 Determi 


a curvatura da parábola yû = 2px: 


a) mum ponto arbitrário M (x, У); 
b) по ponto M, (0, Oh 


а mo pomo м. (2. в). 


Resolução — Achemos as derivadas, primeira e segunda, da função 


Substituindo estas expresses na fórmula (3), temos; 


e POT PEE 
(pr py 
1 
» [EE 
ке? 
EI кыре; s Ln 
exc VIP 


Esemplo—2. Determinar a curvatura da recta y = ax nto 
arbitrário М (к, у). * S зл Spe ен 


Resolução. 
Vea, со. 
Em virtude da fórmula (3) temos: 
K-9. 


A recta d, pois, suma curva de curvatura nulas. Este re 
ser facilmente reenconirado partindo da própria definição de cu 


$ 4. Cálculo da curvatura das curvas sob forma paramétrica 
кие z=) и 

as equações paramétricas duma сигу 
Então, (ver $ 24, Capítulo Ш) 
MANO, ау Yv- 

dr «(0 а? (у 

Substituindo estas expressões na formi (3) do parágrafo anterior, 
temos: ы 

( 


e... SD иы A ir a 
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г à curvatura da ciclóide 
(= 00), y= a(i cost) 


Exemplo — Determi 


mum ponto arbitrário (x, 3). 


Resolução, 
di o, PE ca sent, E di 
Seca (10000, Gina sen, 97. a sent, 


Substituindo estas expressdes na fórmula (3), temos: 


Leogt=1 1 EO 
Жы (cos 2a сон A 
Picos qe peral 


$ 5. Cálculo da curvatura das curvas em coordenadas polares 
Suponhamos que a curva é dada pela equação 
pf). (1) 


Escrevamos as fórmulas de passagem das coordenadas polares 
às coordenadas cartesianas: 


rn) о 


Substituindo nestas fórmulas p pela sua expressão em função 
de Ө, isto é, por f (9), temos: 
(0)-cos0, | 
у= 0): sen ® 


Pode-se considerar estas equações como sendo as equações para- 
métricas da curva (1) com Ө por parâmetro. 


Então, aj d 


cw0—psenü, бу seno + pcosB, 
O ый P sent — pos, 
de 


de 
TP. sin) + 2000080 — psenO. 
PIRE 02 


Substituindo as expressões acima na fórmula (1) do parágrafo 
anterior, dai deduzimos uma fórmula que permite calcular a curvatura 
duma Curva em coordenadas polares: 

,0071 — 28 +101 ۽ 
(prp‏ 

Exemplo — Determinar a curvatura da espiral de Arquimedes pud 

(а> 0 num ponto arbitrário (ug. 144) 


(4 


Pig. 144 


Resolução. do. 
rm 

FETTE 
(a2103 аз)? 


Por conseguinte, 


Nojemos que para grandes valores de O são verificadas as igualdades 
aproximadas seguintes: ° pa2 м, 


gt, e 


eis porque, substituindo ma fórmula precedente 02 + 2 por 0% e 0%41 por 
O, deduzimos uma fórmula aproximada (para grandes valores de 0) 


Assim, a espiral de Arquimedes tem para grandes valores de O, а 
mesma curvatura que um círculo de raio a8. 


$ 6. Raio e círculo de curvatura. Centro de curvatura. 
Evoluta e evolvente 


Definição — Chama-se raio de curvatura duma curva num ponto 

dado M à grandeza R igual ao inverso da curvatura K desta curva 
neste ponto: й 

R=— Ü 

K ili 
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ou 


s GT. 
E 


Tracemos по ponto M da curva, a normal (fig. 145), orientada 
no sentido du concavidade desta curva, e apolemos nesta normal 
o segmento MC igual ао raio de curvatura R desta curva no ponto M. 
O ponto C chama-se centro de curvatura desta curva no ponto M, 


(2) 


Fig. 145 Fig. 140 


€ o circulo de raio R e de centro no ponto C (passando pelo ponto M) 
circulo de curvatura desta curva no ponto M. 

Resulta da definição de círculo de curvatura que num dado 
ponto, a curvatura da curva é igual à do círculo de curvatura. 

Estabeleçamos as fórmulas que definem as coordenadas do 
círculo de curvatura. 

Seja 

у=) в) 


a equação da curva 
Fixemos sobre a curva um ponto М(х, y) e determinemos as 
coordenadas а е В do centro de curvatura correspondente a este ponto 
(fig. 146). Para isso, formemos a equação da normal à curva по 
ponto 


(X—2) (4) 


(X e Y designam as coordenadas correntes dum ponto da normal). 


O ponto C (a, 8) estando sobre a normal, as suas coordenadas 
devem verificar a equação (4): 


Boy G 


, А distância do ponto C (a, В) no ponto M(x, y), € igual ao 
raio de curvatura R: 


(=at B y= R. (6 
Resolvendo as equações (5) e (6), determinamos a e fr 


а Haa н, 


donde 


1470 
pp, 
lv" 

Para saber que sinal devemos tomar nestas últimas fórmulas, 
teremos de considerar dois casos: У'>0 e у" < 0, Se y^ >0 a 
curva é cóncava neste ponto e, por conseguinte, В > у (fig. 146), 
logo deveremos tomar os sinais de baixo. Como neste caso |^] = y”, 
as fórmulas das coordenadas do centro de curvatura exprimir-seão 
pelas fórmulas: 


m 


Pode-se demonstrar duma mancira análoga, que as fórmulas (7) 
são válidas igualmente no caso em que y” < Û. 
Se a curva é dada pelas equações paramétricas nii 
=o Y=, эшш 


E KK 
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pode-se, facilmente, determinar as coordenadas do centro de curva- 
tura, a partir das fórmulas (7), substituindo nestas últimas у e y" 
pelas suas expressões correspondentes em função do parámetro: 


y 
Então, 
(7) 
Exemplo Determinar as coordenadas do centro de curvatura da 
parábola 


m dpr 


) mum ponto arbitrário M (x, y) 
) mo ponto M, (0, 0); 


9 no pomo M, (2.7) » 


olução — Sub T тте; а de SL о SE 
Resolução — Substituindo os valores correspondentes de SL e FE ms 


fórmulas (7), temos, (fig. 147): 
Qs) 
УР 


d amp p=- 


Boma к= таш ap, Ra 
eer 


Se no ponto M, (х, y) a curvatura da curva não é igual а zero. 
corresponde a este ponto um centro de curvatura bem determinado 
C, (a, В). O conjunto de todos os centros de curvatura duma curva 
constitui uma nova curva chamada evoluta da curva considerad 

Assim, chama-se evoluta de uma curva ao lugar geométrico dos 
centros de curvatura desta curva. A curva em questão é, então, cha- 
mada evolvente. 

Se a curva é dada pela equação y = f(x). pode-se, então, con- 
siderar as equações (7) como sendo as equações paramétricas da 
evoluta, com x por parámetro, Eliminando o parâmetro x destas 
equações (se isso for possível), deduz-se a expressão da dependência 
directa entre as coordenadas correntes a e f da evoluta, Se a curva 
é dada pelas equações paramétricas x = ¢ (0, y = y (t), as equações (7) 
serão, então, as equações paramétricas da evoluta (visto que as quan- 
tidades x, y, ¥. У. x", y" são funções de 1) 


Exemplo—2. Achar a equação da evoluta da parábola 
PED 


Resolução — Servindo-nos dos resultados do exemplo (1), podemos escrever 
em qualquer” ponto. arbitrário La 3) de partia: т O 


а= 
eo 

pu fl, 
Ур 


Eliminando o parâmetro х entre estas duas relações, encontramos: 
8 a, 
Bug e P 
Ê a equação duma parábola semi-cúbica (fig 148). 
ET 


Fig tig Fig. 148 


Exemplo—3. Determinar a equação da evoluta da elipse d 
equações paramétricas py IRISH ARN 
z= acos t, у = ben x 
Resolução —Calculemos as derivadas de x e y em relação a fi 
азе, ym bcos ti 
at= —acosh y'= —b sent. 
Substituindo a expresso destas derivadas na fórmula (7), temos: 
Bows t (a? sent £4 cost 1) 
T abeat 7 


аас 


Assim, 


а 
a) «өз. 


o 
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Бам o putimero 1, deduzimos а culo de esa da ele 
ri WU Ker Mac 
E rE (527) 


ае A são aqui as coordenadas correntes da evoluta (fig. 149). 


Fig, 140 
Exemplo = 4. Achar as equações paramétricas da evolu da ciclóide 


z= a (t — sen D 
y= a (1 — cos t). 
Resolução, 


Y a (1 — cos i), 
абаман, 


и = asenti 
y= sends 


п D 


considerada 


Fig. 150 


Substituindo as expressões achadas na fórmula (7), temos: 
a= a(t + sen, В a (t — cost). 
Procedendo a uma mudança de variáveis, fazendo 


а= —ш, b=n—2, ї=т—л; 
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as equações da evoluta escrevemue, então, sob a forma 
E=alr-sent, y= a(t — cost): 
Em relação às coordenadas { e y estas equações definem igualmente 
uma ciclóide gerada por uma circunferência de raio a. 
“Assim, a cvolua da cwlóide é a própria ciclóide mas que sofreu uma 
transformação — та no sentido do eixo Ox e — 2а no sentido do eixo Oy 
CU: 


$ 7. Propriedades da evoluta 


Teorema— l. А normal a uma dada curva é a tangente da 
sua evoluta, 


Demonstração — O coeficiente angular da tangente A evoluta 
definida. pelas equações paramétricas (7) do precedente parágrafo é 


da da 
de 
Atendendo a que [em virtude dessas mesmas equações (7)] 
de зулуз— yy ya" uno уулу“ 
la Sy yt Vy y 1 1 di шй a) 
de 
de 30у YY 2 
dr y" E 9 
deduzimos a relação 
کے‎ 
da y 


Mas y é o coeficiente angular da tangente à curva no ponto 
correspondente, Por conseguinte, resulta desta última relação que a 
tangente à curva é perpendicular à tangente à evoluta desta curva no 
ponto correspondente; por outras palavras, a normal à curva é а 
tangente à evoluta desta curva. 


Teorema — 2. Se o raio de curvatura varia duma maneira 
monótona (isto é. permanecendo crescente ou decrescente), numa certa 
parte MM: da curva, o crescimento do comprimento do arco da 
evoluta nessa parte da curva é igual (em valor absoluto) ao cresci- 
mento correspondente do raio de curvatura desta curva. 
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Demonstração — Em virtude da fórmula (2) do $ 1 Capítulo VI, 
temos: pur 


em que ds é o diferencial do comprimento do arco da evoluta; resulta 


por conseguinte, 
(DE 
de de dr. 
Substituindo nesta última relação as expressões (1) e (2), lemos 


(3) 


igualdade; 
ivemos, em relação a x, os dois membros desta igual 
к. depois de termos efectuado as transformações adequadas 


ar 20 p UC ^ 


de [3 
PEA CE a nied 
Dividamos os dois membros desta igualdade por 2R === « 


temos: 


2R 


dR Ay? aw) 
“da yo 


Elevando ao quadrado, temos: 
(Ya sy nor n y. [7 
dr 


Das equações (3) e (4). obtemos: 


donde 


Por hipótese SE não muda o seu sinal (R é, ou crescente, ou 


decrescente), por conseguinte, E conserva igualmente o seu simal. 
Tomemos para fixar ideias ШЕ од, Zoo qus: corresponde Ñ 
h. д ав de 

fig. 151), Pi seguinte, —— = — 77 

ig. 151). Por conseguinte, Ê de, 


Sejam д, € as, as abeissas dos pontos M, e Ms. Apliquemos o 
teorema de Cauchy às funções s(x) 
e R (x) sobre o segmento [x x]: 


(2) 
sta) аба) Ade ж 
П) — Ва) ES 
dz des 
em que { é um número compreendido 


entre x, e x, (xy < Ê < x). 
Façamos, (fig. 151): 


з) = 80 
В) = Ry Ríe) 
Então, 


Ss — URS Ry, 
Mas isto significa que 


I-A. Fig. 


duma mancira idêntica, estu igualdade para o 
caso em que o raio de curvatura fosse crescente, 

Demonstrámos os teoremas | e 2 no caso em que a curva 
é definida por uma equação explícita y = f (x). 

Estes teoremas são igualmente válidos no caso em que a curva 
é definida por equações paramétricas. A demonstração é idêntica. 


Nota — Indiquemos um processo mecânico elementar que per- 
mite construir a curva (evolvente) a partir da sua evoluta, 

Demos a uma régua flexível a forma da evoluta СУС, (fig. 152). 
Suponhamos que uma das extremidades dum fio inextensivel é (айо. 
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no ponto С, e toma а forma da régua, Se desenrolarmos o fio 
conservando-o esticado, a outra extremidade descreverá a curva M,Mo 
que é a evolvente. É, de resto, esta propriedade quem deu à curva 
O nome de evolvente. Pode-se demonstrar, apoiando-se nas proprie- 
dades da evoluta, estabelecidas mais acima, que a curva assim traçada 
é precisamente a evolvente. 

Notemos igualmente que a cada evoluta dada, corresponde uma 
infinidade de evolventes (fip. 152). 


Fig. 152 Fig, 153 


Exemplo — Seja um circulo de raio a (fig 153), Escolhamos entre as 
evolventes deste círculo a que рама pelo ponto M, (a, O) 
Encontrasse fácilmente. a equação da evolvente do círculo, notando que 


см = EM, = ati 
OP = = а (cos t + tsen t), 
РМ = y m a (sent — £ cos 0. 


Notemos que, na maioria dos casos, os cortes verticais dos dentes duma 
engrenagem têm a forma da evolvente do circulo. 


$ 8. Cálculo aproximado das raízes reais duma equação 


Os métodos de estudo da variação das funções permitem o 
cálculo dos valores aproximados das raizes da quasi 


10) = 0. 


Se é uma equação algébrica (°) do primeiro, segundo, terceiro 
ou quarto grau, existem, então, fórmulas que dão as raizes desta 


é uma equação algébrica se f(x) é um poli, 


(9) Dizse que f(x} = 
nómio (ver $ 6, Cap. VIN. 
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equação em função dos seus coeficientes depois de um número finito 
de operações de adição, subiracção, multiplicação, divisão e de extrac- 
ção de raiz. Tais fórmulas não existem no caso geral, se o grau 
dessas equações for superior a quatro. Se os coeficientes de uma 
equação qualquer, algébrica ou não (transcendente), não forem letras, 
mas números, é, então, possível calcular o valor aproximado das 
raízes desta equação com o grau de precisão desejado. Notemos, igual- 
mente, que o emprego dos métodos práticos do cálculo de valores 
aproximados das raízes duma equação dada, impõe-se frequentemente, 


П в 


Pig, 154 Fig. 155 


mesmo no caso em que o valor exacto das raízes da equação algébrica 
possa ser expresso por radicais, Exporemos, a seguir, certos métodos 
de cálculo do valor aproximado das raízes duma equação. 


1. Métdodo das cordas (*). Seja 
1@=0 m 


uma equação, em que f(x) é uma função continua sobre o segmento 
a, b), cuja derivada de ordem dois existe, De acordo com o estudo 
da função f(x). suponhamos que no intervalo (a, b) existe um 
segmento [xı x], no interior do qual a função é monótona (cres- 
cente ou decrescente) e que toma valores de sinais contrários 
nas extremidades desse segmento. Tomemos, para fixar ideias, 
f(x) <0 e f(x) > 0 (fig. 154. A função y=f(x) sendo contínua 


(9) Este método chama-se igualmente método de Legrange ou método: 
das paries proporcionais. ау 


E IA 
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sobre'o segmento [x, xa]. o seu gráfico deve necessáriamente cortar 
o eixo' Ox num ponto do intervalo (ху, X) 
Tracemos a corda AB juntando os pontos da curva de abeissas 
x, е x. А abcissa а, do ponto de intersecção desta corda com O 
eixo Ox, será o valor aproximado da raíz (fig. 155). Para determinar. 
este valor aproximado, formemos a equação da recta AB que passe 
pelos pontos dados 4 [x f(x] е B [xm 
A 


je) 2-а, 
Па) а) аа 


Сото у = 0 рага х = а, temos: 


ta) au 
ПОРЕ 
donde 
(rg — 2) Hm) 
-=r — ALL. 
аа) - Fg 9 


A fim de obter uma melhor aproxi- 
mação do valor da raíz, determinemos f (a). 
Se f(a,) < 0, repetimos о processo que aca; 
bamos de indicar, aplicando a fórmula (2) 
no segmento [a,, x]. Se f (m) > 0, aplicamos 
esta fórmula no segmento [x, di. 

Aplicando este processo várias vezes, 
encontramos uma aproximação sempre me- 
Thor as as etc. da raiz procurada. 


—+ 
r 


Exemplo— 1. Determinar os valores aproxi- 
-mados das rafzes da equação 


1) = a — 6+2=0, 


Fig. 156 


Resolução — Determinamos, em primeiro lugar, os intervalos de monotonia, 
de fundo, O cálculo da derivada f (0) = 3! = 6 mostra que esta dlima é 
pod pm <= mpina mn — VE Ce < + VE е de эю 
positiva pam x5 (fig 150, А fondo tem, pois, três imervalos de 
monotonía: no teor de cada um delet encontra-se uma raiz 

А Tim de simplificar os cálculos ulteriores, estreitamos os intervalos de 
monotonia (endo еш atenção” que em cada intervalo se enconira a гй cor 
respondente) 


Para isso, tendo escolhido ao acaso certos valores de x e tendo-os 
substituído na expressão de / (х), delimitam-se os intervalos de monotonia menores 
mas extremidades dos quais a função toma os valores de sinais contrários: 


10 
Mza} 
Y= wT, 
1-2) 
= —2, 
m=. 
As raizes encontram-se, pois, no interior dos intervalos 


(о; 0), 0: 


Calculemos o valor aproximado da raíz compreendida no intervalo 
Em virtude da fórmula (2), temos 


amo! 


Mas 
10,4) 0/8 8-04 2e 0,886, / (0) 2, 


por comeguinte, a raíz está compreendida entre 0 e 04, Apliquemos de novo 
a fórmula (2) no intervalo (0; 0,4); encontramos o valor aproximado seguinte: 
002 08ے‎ oa 
=0 0302 7 2,396 0,942, ote. 


Proceder-se- do mesmo modo para achar os valores aproximados das 
ralres compreendidas nos outros intervalos. 


2. Método das tangentes (método de Newton). Suponhamos, de 
novo, que f (x,) < 0, f(x) > 0 e que, além disso, a derivada primeira 
conserva о seu sinal sobre o segmento [x xa). Então, o intervalo (x, 
хз), contém apenas uma única raíz da equação f(x) = 0. Suponham 
além disso, que a derivada segunda conserva, igualmente, o seu si 
sobre o segmento [x xl: podemos chegar aí, reduzindo o compri- 
mento do intervalo, que contém a raíz. 

Do facto da derivada segunda não mudar o seu sinal sobre o 
segmento (х, x,], deduz-se que a curva é, ou convexa, ou côncava 
sobre este segmento. 

Tracemos a tangente à curva по ponto B (fig. 157). A abcissa а, 
do ponto de encontro desta tangente com o eixo Ox, será o valor 
aproximado da raíz procurada. Formemos a equação da tangente no 
ponto B para achar esta abi 


v= ild =f (2) (r — ху). 
Nolando que y = 0 para x = а, temos: 
У). 
Té) 


DEI 


e 


و و و و ووو و ڪڪ 
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Traçando em seguida a tangente à curva no ponto Bi, dedu- 
dimos, uma melhor aproximação а, da raíz. Repetindo-se este 
processo um número de vezes suficientemente grande, pode-se calcular 
D valor aproximalo da raiz com o grau de precisão desejado. 

Chamemos a atenção para о seguinte ponto. Se tivesemos tra 
gado a tangente à curva não no ponto B mas no ponto A, о ponto 
de encontro desta tangente com o eixo Ox, poder-se-ia ter encontrado 
fora do intervalo (xy, x). 

Vê-se imediatamente, das figuras 157 e 158, que se deve traçar 
а tangente à curva na extremidade do arco onde os sinais da função 
© da sua derivada segunda coincidem, Por hipótese, a derivada segunda 


Fig. 157 Fig. 158 


conserva o seu sinal e, por conseguinte, os sinais da função e da 
derivada segunda coincidirão, necessariamente, numa das extremidades. 
Esta regra é igualmente válida para o caso f'(x) < 0. Se se traga a 
tangente no ponto da curva cuja abeissa é a extremidade esquerda 
do intervalo, é preciso substituir na fórmula (3) x, por x 

Ig. (8) 


EN 


Se no interior do intervalo (x, x) se encontra um ponto de 
inflexão C, o método das tangentes pode dar um valor aproximado 
da raiz situada fora do intervalo (x, x) (fig. 159). 

Exemplo—2. Apliquemos a fórmula (3) no cálculo da raíz da equação 

dm — EE 
situada no intervalo (0; 1). Temos: 
1(0) = 2, f (0) = (82 — 0) bico = — 6 
eis porque encontramos em virtude da fórmula (3): 


aj=0— 


3. Método combinado (fig. 160). Aplicando simultáneamente ao 
segmento [x x] o método das cordas e o método das tangentes. 


obtém-se dois pontos a, e d dispostos de um e de outro lado da 
raiz a procurada, (visto que, f(a) e f(3), têm sinais diferentes). 
Aplica-se em seguida ao segmento [a,. &] o método das cordas e o 
método das tangentes, Encontramos dois números a, e à, que estão 
ainda mais próximos do valor da raiz. 


4 


Fig. 150 Fig. 460 


go Pl, sucessivamente. este método até, que a diferença dos 

а ыы assim obtidos, seja inferior à margem de precisão 
Notemos que aplicando o método combinado aproximamo-nos do 

мог procurado da тай dos dois lados no mesmo tempo (ар é 

que determinamos simultáneamente os valores aproximad 

e por defeito da raíz). sa аг 


Assim, verifica-se para o exemplo considerado que 
10,333) > 0, 1 (0,342) < 0. 
Por conseguinte, o valor da raíz está compreendido entre os valores 


aproximados calculados: 
0,393 < т < 0.342. 
Exercicios 
Determinar a curvatura dos curvas nos pontos indicados: 
1. База алу айа nos pontos (0, b) е (a, 0). 


2. zy=12 no ponto (3; 4). 


ÓN 
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8. zlz по ponto (ri, vi) 


4. Myth 28 по ponto (2, 0). 


sa и mo ponto arbitrário. 


Determinar o raio de curvatura das curvas nos pontos indicados; construir 
cada curva e o circulo de curvatura correspondente: 


6. tz? no роо (4; 8) 
ua 


ay no ponto (0; 0). 
в, [tet pao o no ponto (21, И) 
9, y=Logz no ponto (1; 0) 
= sen x no ponto (3,4) 
cm | n 

Determinar o raio de curvatura das seguintes curvas: 


m 
ian] steh 


A circunferência p = a sen 0. 


A espiral de Arquímedes p 


A cardioide p= (1—cos 0). 


аз cos 20. 
a 


[3 


A lemniscata p? 


17, А parábola p. 


[] 


3 
Determinar оз pontos das curvas onde o ralo de curvatura é menor: 


18. po sent 


19. y=Logz. 


СЕА 


т. VreVi- Va. 


E 


eventos 


“Determinar as coordenadas do centro da curvatura (a, B) е a equação 
da evoluta de cada uma das curvas seguintes 


a (eos 1- зеп), 

2 (Iranian. 

gy, [аа cost, 

э {шш 

Calcular as rates da equação 3» —4x + 2 = 0, aproximadamente a 0,001. 
Calcular о valor aproximado da ralz da equação /() ж — x = 02 = 0, 


compreendida no intervalo (l; 1,1). 


Calcular as rales da equação xt + 2t — o +2 = 0, aproximadamente 
a 001 


Determinar o valor aproximado das raízes da equação s = 5 =0 


Achar o valor aproximado da fal da equação x — tg x = û, compreendido 
3л 
еше 0 e 97, 
3 


Achar a raíz aproximada da equação sen x |— x, aproximadamente 
à 0001, Indicação. Pôr a equação sob a forma f (3) 0. 


Problemas diversos 
36. Mostrar que em cada ponto da lemniscata р? = ай соз29 a curvatura é 
proporcional ao ralo vector nesse ponto, 


37. Determinar o maior valor do raio de curvatura da curva part. 


38. Achar as coordenadas do centro de curvatura da curva у = x Log no ponto 
em que y = 0. 
Demonstrar que para os pontos da espiral de Arquímedes p = ag o valor 
da diferença entre o ralo vector e o raio de curvatura, tende para zero 
quando q — o». 


39. 
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¢ 4 by +c, tendo com a sinusóide у = пх 


н comum e а mesma curvatura no ponto (7/2, i). Fazer 


uma tangent 


um desenho, 


A lunção у = f(x) é assim determinada: 
D 
m 


, Quais dese ser os valores de a, bi e para que а curva y 700 tha 
At Quis ш cara comimos? Fater um desenho: 


* sobre o intervalo =% «€ d 
bee sobre o intervalo 1<х< +% 


42. Mostrar que o raio de curvatura duma ciclólde é em cada ponto o dobro 
do comprimento da normal nesse рото. 


48, Escrever a equação do circulo de curvatura da parábola у= по 
ponto (1, 1) 


AA. Escrever a equação do círculo de curvatura da curva y = шх no ponto 


| (i) 
45, Achar o comprimento da evoluta da elipse, cujos semi-cixos são ig. 
Mess ч 
at: o mios ммәнанда dk pls a saco ds m 3; promesa 
e 
Ma eremo mE 
Acher mur А PA causo tem uma raiz real única x= 164, 


48, Achar o valor aproximado das raízes da equação х? 
madamente а 04 


Capitulo VIL 
NUMEROS COMPLEXOS. POLINÓMIOS 


$ L Números complexos, Definições 
Chama-se número complexo a toda a expressão da forma 
a4- bi, a) 


em que a е b são números reais e i a unidade imaginária definida 
pela relação 


2 


a chama-se parte real e bi a parte imaginária do número complexo. 
-se que dois números complexos а + bi e a — bí são conjugados, 
se eles apenas diferem pelo sinal da sua parte imaginária. 
Se a=0, o número 0 + bi = bi diz-se imaginário puro; se 
b=0, encontra-se um número res 
Adoptase duas convenções fundamentai 


1) dois números complexos a, + bi e a, + bi, são iguais se 
aa h= 


2) um número complexo é igual a zero: 
atbi=0 
se, e sómente se, а = 0, b = 0. 


1. Representação geométrica dos números complexos — Todo o 
número complexo a + bi pode ser representado sobre о plano Оху 
por um ponto A (a, б) de coordenadas a e b (fig. 161), e, reciproca- 
mente, todo о ponto M (a, b) do plano Оху pode ser considerado 
como a imagem geométrica do número complexo а + bi(*). 

Mas se a todo o ponto A (a, b) corresponde um número com- 
plexo a + bi, então, em particular, a todo o ponto do eixo Ox cor- 
responde um número real (b = 0). Todo o ponto do eixo Oy representa 
um número imaginário puro, visto que neste caso a = 0. 


(*) a + bi, é, então, chamado o afixo do ponto M (a, b). 


a 
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Eis porque, a respeito de uma tal representação dos números 
complexos sobre o plano, se chama ao eixo Oy eixo imaginário e ao 
eixo Ox eixo real, 

Juntando o ponto A (a, b) à origem das coordenadas, obtém-se 
o vector OA. 

Por razões de comodidade, compara-se muitas vezes o número 
complexo a + bi ao vector UA correspondente. 


2. Forma trigonométrica dos números complexos — Desi 

por ¢ e r (r > 0) as coordenadas polares do ponto A (a, b), tomando 

a origem das coordenadas para pólo e o sentido positivo do eixo Ox 
para eixo polar, Então, (fig. 161) tem-se as 


n jjj “Ин seguintes: 
ан псозф,  b=r sap 
С e, por conseguinte, todo o número complexo 
Ag Pode ser posto sob а forma 
a + bi=r (cos q + 1 sen q). a 
Fig. 101 A expressão que figura no membro 


direito desta relação é a forma trigonométrica 
do número complexo a + bi. As quantidades г e p exprimem-se em 
função de a e b pelas fórmulas 


Va +b, т=Аюшу. 


r 


se módulo e ¢ argumento do número complexo а + bi. 
O argumento do número complexo, o ângulo y, é positivo se é 
contado a partir do eixo dos x positivos no sentido inverso dos 
ponteiros dum relógio e negativo no caso contrário. É evidente, que 
O argumento p não é definido duma maneira univoca, mas próximo 
de 2rk, em que k é um número inteiro qualquer. н 
Designa-se, por vezes, o módulo ғ dum número complexo а + bi 
pelo símbolo |a + bil: 


r=ja+ bl. 

Notemos que todo o número real A pode ser igualmente posto 
sob a forma (3) a saber: 

А = [А | (cos 0 4-1 sen 0) quando А >0, 
A —| A (соза + i sen x) quando А — 0. 

О módulo do número complexo O é igual a zero: |0] = 0. Pode-se 
tomar para argumento do número zero um ângulo ¢ qualquer. Com 
efeito, qualquer que seja е, ter-se-á 

0=0-(cos q + i sen q). 


$ 2. Principais operações sobre os números complexos 


1. Adição dos números complexos — A soma de dois números 
complexos a + bi ¢ as + bi € о número complexo definido pela 
igualdade 


(а + М) + (а + Dal) = (а + а) + (by + bt. 10) 


Vê-se, da fórmula (1), que a adição dos números complexos 
representados sob a forma de vectores, satisfaz as regras da adição 
dos vectores. 


2. Subtracção dos números complexos 
—A diferença de dois números complexos 
as + bi e а, + bi é о número complexo que. 
somado a а + bi, då dy + bi. 

Vê-se, facilmente, que 


(da + dal) — (a, + bii) == 


(учан) 


=a) + (0 =b)L 0 Fig. 102 


y Notemos que o módulo da diferença de dois números complexos, 
Via — a)? + (b, — Ba é igual à distância entre ов dois pontos cor- 
respondentes do plano complexo (fig. 162) 


3. Multiplicação dos números complexos — O produto dos núme- 
ros complexos a, + bi e a; + bi é o número complexo que se 
obtém multiplicando estes números como binómios, segundo as regras 
do cálculo algébrico c tendo em atenção as relações: 


Pot; Ë 


A == (600-1; 
Plot, ete, 
e, em geral, para todo o inteiro К: 


Mui 


Em virtude desta regra, temos: 
(s + bi) (а, + Dai) = аа, + Һай + asbl + ҺЫ? 
ou 
(а + bi (в, + Dal) = (иа, — hb) + (luas + mb) O 
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Se os números complsxos são dados sob a forma trigonométrica, 
ter-se-á: 
(cos qu + i sen qy) ra (cos qu + i sen фу) = 
= nyr [cos q сов фу + i sen q, cos qa + (cos qa sen qu + 
4 sén q sen qu] == тул, (сов qu cos q, — sen q, sen qa) + 
+ 1 (sen q, cos qa + cos q, sen f] = rara [сов (qa + v9 + 
+ sen (p + 99]. 
Assim, ry (cos qu + i sen qy) Pa (cos qu + Ї sen qu) = 
= пп [сон (o, + Ф) + tsen (Ф + q, (89 


isto é, o produto de dois números complexos é um número complexo 
cujo módulo é igual ао produto aos módulos dos factores e о argu- 
mento à soma dos argumentos das. factores, 


Моа 1. Em virtude da fórmula (3), os números complexos 
conjugados a + bi e a — bi, verificam a relação 


(a + b) (a — bi) = d! + t, 


isto & que o produto de dois números complexos conjugados é um 
número real, igual à soma dos quadrados dos seus módulos. 


4. Divisão de números complexos— A divisão de dois números 
complexos é a operação inversa do seu produto; se 


DEU 

as + byi 

(em que Иа 0; 520), então, x e y devem ser tais, que se tenha 
a, + bo (a, + ba) (24-40) 


=1+y 


ou 
ay + byt = (ago — ba) + (ш + bas) i 
Por conseguinte, 


a 
donde encontramos: 


aba b byt + а, 


ats + dida 
a+b ' 
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е temos finalmente: 


2k bj ЖШ Di y bi eh, (4) 
mthi atü ° dc 
Na prática, procede-se da seguinte maneira para efectuar a 
divisão de dois números complexos; para dividir a, + bj por a, + bil 
multiplica-se o dividendo e o divisor pelo número complexo conjugado 
do divisor (isto €, por a; — bi). O divisor torna-se, então, um número 
real; dividindo por este número real a parte real е a parte imaginária 
do dividendo, obtém-se o quociente: 


athi (mb bd _ 

dad bal (4 bat) (ay — bai) 
S Хаа + bb) + (agb — ау)! 

ET 
د‎ атай 
AHH air 
No caso dos números complexos, expressos sob a forma trigo- 
mométrica, tem-se: 


т (сов фу + isen фу) _ Yi " e 
NT ETT nos (o Pa) + зев (р — q 
“Para verificar esta igualdade, basta multiplicar o divisor pelo 
quociente: 1 


ra (cos qa + i sen qu) P (р qu) + sen (q — Ф] = 
a 


=n [eos (e + = 9) + isea (p m = ell 


==! (сов q, +1 sen qi). 


Assim, o módulo do quociente de dois números complexos, é 
igual ao quociente dos módulos do dividendo e do divisor; o argu- 
mento do quociente é igual à diferença dos argumentos respectivos 
do dividendo e do divisor. 


Nota—2. As regras que regem as operações efectuadas com 
os números complexos mostram que a soma, a diferença, o produto 
e o quociente dos números complexos são também números complexos. 


e mr 
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Se se aplica aos números reais, considerados como um caso 
particular dos números complexos, as regras que regem as operações 
efectuadas com os números complexos, vê-se que elas concordam com 
as regras usuais de aritmética. 


Nota—3. Voltando às definições da soma, da diferença, do 
produto e do quociente dos números complexos, verifica-se fácilmente, 
Que se sc os substituir pelos seus conjugados respectivos, os resultados 
das operações indicadas devem também ser substituidos pelos seus 
conjugados. Em particular, resulta o teorema seguinte. 


Teorema — Se no polinómio de coeficientes reais 
AHA H Án 


se substitui por x o número a + bi, depois o número conjugado a — bi, 
os resultados obtidos, serão, respectivamente, conjugados. 


Elevação dum número complexo a uma potência e 
extracção da raíz dum número complexo 


1. Elevação а uma potência — Resulta da fórmula (3) do pará- 
grafo precedente, que se n é um inteiro positivo, então, 


[r (cosp + i sen q)]" = r" (cosng + Esta ng) 


Esta fórmula é chamada fórmula de Moivre. Ela mostra que 
quando se eleva um número complexo a uma potência inteira e 
positiva, o módulo deste número é elevado a esta potência e o argu- 
mento é multiplicado pelo expoente desta potência. 

Prestemos atenção a uma aplicação da fórmula de Moivre. 

Fazendo nesta fórmula 7 = 1, tem 


(cos q + t зеп q)" = cosnq + i senng. 


Desenvolvendo o primeiro membro, segundo a fórmula do binó- 
mio de Newton. e identificando as partes reais e os coeficientes de i, 
pode-se exprimir sen np e cosny em função das potências de sen ¢ 
€ созе. Por exemplo, para n= 3, temos: 


cos! q + 13 cos" p-sen q — 3cos p- sen! g — i ве фа 
= cos 3q + i sen Зр. 
Resulta da igualdade destes números complexos, que 
cos 3 = cos! q — 3 cos y sen? q, 
sende = —sen?g-F3cos'Q 9. 


2. Extracção da ни: — Chama-se raiz п dum número complexo, 
ao número complexo que, elevado à potência n, dá o nú 
figura debaixo da raiz, isto é, Аш, 


Vr(cosq E (sim q) = p (cos + £ seny), 


0" (cos mp + i зеп mp) = r (cos q + i sea q). 


“Visto que, para dois números complexos iguais, os seus módulos 
são iguais e a diferença dos seus argumentos é um múltiplo de 2r, 
podemos. escrever: 


no p+ л. 
Donde encontramos: 
qaidem 
n 


um número real positivo) do número positivo т Por conseguinte, 


Уон + зоп) = V (cost 2 gs E2), @ 

n n 

, Dando a k os valores 0, 1, 2, ..., n— 1 encontramos п valores 
diferentes da raíz. Cada valor da raíz obtida, dando a k um valor 
maior que n — 1, nào se distingue de qualquer dos valores precedentes, 
a não ser por um múltiplo de 2e e, por conseguinte, estes dois valores 
da raíz identificam-se. 

A raíz indice n dum número complexo tem, pois, m valores 
diferentes, 

A raíz indice n do número real A, diferente de zero, tem igual- 
mente m valores diferentes, visto que os números reais são um caso 
particular dos números complexos e podem ser expressos, igualmente, 
sob a forma trigonométrica: 


se А >0, então, А = | 4 | (cos 04 i sen 0); 
se А<0, então, А — | A | (cosa + isen a). 
Exemplo—1. Seja calcular as ralzes cübicay da unidade. 


Resolução — Escrevamos a unidade sob a forma trigonométrica: 
1= сово + isen 0. 
Obtemos a fórmula (2): 


T= огап 0 cos 201, sen 0-26 
vi OF rsen 0: pisa hem, 


IM 
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Para & = 0, 1, 2, temos os três valores da raíz: 
1 An án 


2 E 
sito Olsen 0 =1; zp =008 Fie 


temos, por conseguinte: 


metia 


Os pontos А, В, C da figura 16), são as imagens geométricas das raízes 
3. Resolução das equações binómias — Chama-se equação binó- 
mia, a toda a equação da forma 
Pm, 


Procuremos as raízes desta equação. 
Se A é um número real positivo, então, 


Sp m A expressão, entre “paréntesis, dá todos 
os valores da raíz índice n da unidade. 
Se A é um número real negativo, então, 


VAi (cost ERE a ten). 
n 


2 


A expressão entre parêntesis dá todos os valores da raíz índice 


nde —1. 
Se À é um número complexo, acha-se os valores de x a partir 


da fórmula(2). 
Exemplo—1. Resolver a equação 


Resolução. 


Para k=0, 1, 2, 3, temos: 
котен 
— а 


ay cos ма oa 
Nur 


4. Função exponencial de expoente complexo 
' e as propriedades 


Seja 2 = x +iy. Se x е y são variáveis reais, z é uma variável 
complexa. A cada valor da variável z, corresponde um ponto bem 
determinado (fig. 161) no plano Oxy (plano da variável complexa). 


Definição — Diz-se que w é uma função da variável complexa z, 
se а cada valor da variável z, tomada num certo domínio do plano 
da variável complexa, corresponde um valor bem definido da variável 
complexa w; esta função da variável complexa € anotada por: w = f (2) 
ou w= w G). 

Consideraremos aqui uma única função de variável complexa, a 
função exponencial 


w=e 


on 
шае" 


Os valores complexos da função w definem-se como se segue (*): 


— 
"A" IY E (cosy + 1 sen), 0) 
иг) = e (cos y + rsen y) (2 
Exemplos. 
y he (mom 
Orne * e (eedem E) =, 


+i, ebria (cos 1-I sen 1) = 0,54 440,88, 


número real, 7H" et (cos 0 (sên0)-<e* é a função exponencial 
ordinária. 


(9) O bom fundamento duma tal definição da função exponencial, da 
variável complexa, aparecerá no seguimento, ver $ 21, Cap. ХШ e $ M, 
C XV E Ш 


سس س IEEE‏ 
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Propriedades da função exponencial —1. Se z e z, são dois 
números complexos, então, 
gh es dice, B 


Demonstração — Seja, 
asantin mama i 


então, КОШ ы ы ы 


= e te [cos (jy + va) + зеп (л, + v. (4) 

Por outra via, em virtude do teorema relativo ao produto de 

dois números complexos, expressos sob a forma trigonométrica, temos: 
ete Ра е ё (сов уу Hien pi) X 

4 (os ya + Esen pa) = ee” [сов (y, + ya) + Usen (и + le (5) 


Os termos da direita nas igualdades (4) e (5) são iguais e, por 
conseguinte, os termos da esquerda sño-no também: 
2. Demonstra-se, duma maneira análoga, a fórmula 


aita (6 


3, Se m € um número inteiro, tem-se: 
(em mer, m 
Para mt > Û esta fórmula demonstra-se fácilmente a partir da 
fórmula (3); se m < O esta fórmula é deduzida das fórmulas (3) e (6) 
4, Demonstremos a identidade 
em us e, (8) 
Com efeito, obtém-se das fórmulas (3) e (D: 
qr = ёл! e* (cos 2n + [sen 2л) = e" 
Resulta da identidade (8) que a função exponecial et é uma 
função periódica de periodo 2ei. 
5. Consideremos, agora, a quantidade complexa 
w=u (2) + do(a, 
em que u(x) e v (х), são funções reais da variável real x. Ё о que se 
chama uma função complexa da variável real x. 
4) Suponhamos que os limites 


lim u (2) =u (zo), lim v (z) =v (2o) 


existem. Então, chama-se u(x) +iv (x)= ww O limite da variável 
complexa w, 


b) Se as derivadas w(x) e ¥ (x) existem, chama-se à expressão 
w, =u’ (a) + tv" (а) (9) 


a derivada da função complexa da variável " 
x dead à pl ariável real em relação а esta 
Consideremos em seguida a função exponencial 


MA 


m que a e В são números reais constantes e х uma variável real. 
£ uma função complexa de variável real que se pode, em virtud 
fórmula (1). pûr sob a forma: as uc 


e [cos Br + i sen fa] 


w 


ou 


u e" cos Bx + ie" sen pr. 


Calculemos a derivada ws, Em virtude da fórmula (9), temos: 


ГА 


(е cos Вау + 1 (e sen Ва) = 

?* (а cos pa — В sen Ва) + 067" (e sen Bz + ficos Ва) = 

ale” (cos Ва + Esen 2)] + iB [е9 (cos Bx + i senpa)] = 

= (e + if) [e (cos Pa + ¿sen Ba)] — ay ip) let O 

Logo, веш — 6195 (81, então, u^ = (a + if) е1 ou 
[e^ P] o (a 4 ip) dnm (10) 


Assim, se k é um número complexo (em particular um número 
real) e x um número real, então, 


(doy do. (9) 


Obiemos a fórmula usual de derivação da função exponêncial, Por 
outra via, 


(Py = (ey = уве, 


с, para n qualquer 


(dy mane 


Estas fórmulas ser-nos-ão úteis no seguimento. 


ps» Е ;;;С 
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$ 5. Fórmula de Euler. Forma exponencial 
dum número complexo 
Se se põe na fórmula (1) do parágrafo anterior x = 0, tem-se: 
eit e cos y Len y. a 
E a fórmula de Euler que exprime o elo de ligação entre a função 
exponencial de expoente imaginário e as funções trigonométricas, 
Substituindo na fórmula (1) y por — у, tem-se: 
e! = cos y — isen y. 
Deduz-se das. igualdades (1) e (2) a expressão de sen y e de cos y: 
e 


(2 


cosy m "0, 


2 


[ 


siny= 


Utiliza-se, em particular, estas últimas fórmulas para exprimir as 
potências de cosp e seng, bem como os seus produtos em função 
dos senos e de cossenos dos arcos múltiplos, 


Exemplos de ot p= (ERE) plat = 


= eos 2y dr sen 29) 2e (eos 2 (ма tl = 


= (2 cos2y 42) = + cos 2y 


Forma exponencial dos números complexos — Representemos © 
número complexo z sob a forma trigonométri 
(cos q + ¿sen q), 
em que r € o módulo e ¢ o argumento deste número complexo. Em 
virtude da fórmula de Euler 

совр + 1 sen 0 

Por conseguinte, todo o número complexo pode ser posto sob 

a forma, dita exponencial: 


Exemplos — Pôr os múmeros 1, ihi —2, =i, sob а forma exponencial. 


$ 6. Decomposição dum polinómio em factores 
Chama-se polinómio ou função racional inteira de x a função 
1) = Ag" Ag ++ Am 
em que n é um número inteiro; como se sabe, o número n é chamado 
grau de polinómio. Os coeficientes Au, Ai, .. An são aqui números 
reais ou complexos, A variável independente x pode, igualmente, tomar 
ou valores reais ou valores complexos. 


Chama-se raíz dum polinómio ao valor da variável x, para o 
qual o polinómio se anula. 


Teorema — 1. (Teorema de Bézout). O resto da divisão do poli- 
nómio f(x) pelo monómio х= а é igual a f(a). 


Demonstração — O quociente da divisão de f(x) por x-a 6 
um polinómio fı (x) de grau inferior duma unidade ao do polinómio 
f (x); o resto é um número constante R. Podemos, então, escrever 

Ho = (x — a) fa (2) + R. a 

Esta igualdade é verdadeira para todos os valores de x diferentes 
de a (a divisão por х = a não tem sentido para x = a). 

Se agora x tende para a, o limite do primeiro membro da 
jaldade (1) será igual a f(a) e o limite do segundo membro será 
igual a А. As funções f(x) e (х— а) fı (4) + R sendo iguais para 
todos os valores de xa, os seus limites quando х >а são também 
iguais, isto €, f(a) = А. 


Corolário — Se а é uma ralz do polinómio, isto é, se f(a) = 0, 
f(x) é divisível exactamente por x— a, e pode ser, por conseguinte, 
posto sob a forma de produto 


t= (z a) h (e) 
em que fı (x) é um polinómio. 


Br em A 
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Exemplo. O polinómio (=x? — 6a! + llr— 6 amie para 
xd, to é JU) = 0, logo, o polinômio é divisível exactamente por х — 1: 


ав (2825240). 


P 


Consideremos agora as equações a uma incógnita х. 
Chama-se raíz duma equação a todo o número (real ou complexo) 
que, substituido em x na equação, a transforma em identidade. 


Exemplo —1, Ox. mtos au mm ЖЕ age BR ao as ri 


da equação cos x = sen z: 


Chama-se equação algébrica de grau n As equações da forma 
Pix) = 0 em que P (3) é um polinômio de grau n. Resulta da definição 
que as raizes da equação algébrica РО) = 0 se identificam às do 
polinómio Р(х). 

Рос ке, naturalmente, a questão de suber se toda a equação tem 
raizes. А resposta é negativa, se se considera as equações não аң 
ricas, porque existe equações deste género que não têm nem ral 
reais nem raízes complexas: por exemplo, a equação es = 0 (°). 

Todavia, se se considera as equações algébricas, deve-se responder 
pela afirmativa a esta questão. Neste caso, a resposta constitui o que 
Se chama о teorema fundamental da álgebra, 


Teorema —2. (Teorema fundamenal da álgebra), Toda a função 
racional inteira E (x) tem, pelo menos, uma raíz real ou complexa. 

Demonstra-se este teorema na álgebra superior. Admitimo-lo aqui 
sem demonstração. 

Servinde-mos do teorema fundamental da álgebra, demonstra-se 
facilmente a proposição seguinte. 


"Teorema —3. Todo o polinómio de grau n decompõe-se em n 
factores lineares da forma x — а e um factor igual ao coeficiente de х". 


Demonstração — Seja f(x) um polinômio de grau m: 


1G) 


Agr" As esee 


Com efeito, se um número x, = а + bi foste a raíz desta equação, 
tersedia a identidade cotbl=0 (em virtude da fórmula de Euler) e» 
ai + sen bl = 0, Mas en não se pode anular, qualquer que seja o expoente 
(lui do mesmo modo, cosb + isen b não é mulo (visto que o módulo deste 
nimero é igual a V cos! b + sent b = 1, qualquer que seja P). Por conseguinte, 
© produto es (cos + isen b) #0; isto é etl, o que ийа que à 
equação e* = 0 nio tem raízes. 


Em virtude do teorema fundamental da álgebra, este polinómio 
tem. pelo menos. uma raiz; designemo-la por аз. Então, em virtude do 
corolário do teorema de Bézout, podemos escrever: 


Цао) = («— а): Gs 


em que f(x) é um polinómio de grau (n — 1); f, (x) tem i 
шй ай, Бейтел. por, ERO, A ЫП 


һ@ =(2— ah 
em que f(x) é um polinómio de grau (n — 2). Do mesmo modo, 
La (2) = (2 аз): (a). 


Procedendo, assim, o número de lo, chega 
те: vezes necessário, chega-se à 
h 


em que f, é um polinômio de grau zéro, isto é, uma constante. Esta 


a (1) =(% — an) fns 


constante é igual, evidentemente, ao coeficiente de х", isto é, fu = A, 
Podemos, então, escrever em virtude das igualdades obtidas 
16) = до a) (e — ag). (74m). (2) 


Resulta da decomposição (2) que os números а, d, .., an são 
as raízes do polinómio f (x), visto que o segundo membro, e por conse- 
guinte, o primeiro membro, é igual a zero desde que se substitui 
EE XE di, X= Ay es X =й 


Exemplo— 3. O polinômio J ш) = a3 — e? + Il — 6, alae para 
Por comete, аы 
ааба 000—4) (e) سم‎ 
Nenhum outro valor x = и, diferente de dy, d, .... du, pode ser 


uma raiz do polinômio f(x), visto que nenhum factor do segundo 
membro da igualdade (2) se anula para x = а. Podemos, então, enunciar 
a proposição seguinte. 

Todo o polinómio de grau n não pode ter muis de n raizes 
diferentes, Este resultado conduz-nos a enunciar o teorema seguinte. 


Teorema —4, Se os valores de dois polinómios ¢ (х) e ps 

de grau n, coincidem para m + |. valores diferentes da, ài Td 

variável independente x, então, estes dois polinómios são idénticos. 
Demonstração — Designemos por f (x) a diferença destes polinómios 


Ha) = 41 (2) — qe (2). 


СЕ‏ و و و و س 
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f(a) & por hipótese, um polinómio de grau não superior а n que 
que se anula nos pontos а, ..., dn. Podemos, entào, pó-lo sob a forma. 
fi) Аса (x — a)... (6 4), 
Mas, sempre segundo a hipótese, f(x) anula-se igualmente no 
; Então, f (as) = 0, se bem que, nenhum dos factores lineares 
| Deste modo, A, —0, e resulta da igualdade (2) que o 
polinômio f (x) é idénticamente nulo, Por conseguinte, q, (х) — p3 (=0 
ou puta) a (х), 
Teorema — 5, Se o polinômio 
P (i) e Аа" + Ay +... + Anat An 
é idênticamente nulo, todos os seus coeficientes são, então, iguais a zero. 
Demonstração — Decomponhamos este polinómio em factores. Em 
virtude da fórmula (2): 
Pla) m Ag? + Ag AR А, = 
= A(z — а)... (1 — An), a 
Se este polinómio é idênticamente nulo, deve sê-lo igualmente 
para um valor de x diferente de a, .... dn Neste caso, оз factores 


X— а, ss хаһ nio se апшат e, por conseguinte, А, = 0. 
Demonstra-se, do mesmo modo, que, 4, = 0, A: = 0, etc. 
Teorema— 6. Os coeficientes respectivos de dois polinómios 
idênticamente iguais, são iguais. 
Isto resulta do facto de a diferença destes polinômios ser um 
polinómio idénticamente nulo. Por conseguinte, em virtude do teorema 
anterior, todos os seus coeficientes são nulos, 


Se o polinómio axt + bat + ex + d é idênticamente igual 
ED 


Exemplo — 
ao polinómio ле — x, então, a =0, b= 1, em — 


$ 7. Raízes múltiplas do polinómio 
Se certos factores lineares da decomposição dum polinómio de 
grau n 
в) 0) 


I) = Av(z — a) (s — 2... (e 


sio iguais, pode-se, então, agrupá-los e decompór este polinómio em 
factores da maneira seguinte 


onde f(a) = Aole — a" (z — aa)" - <- (2 — as an 


hit ht pnm ne 


Neste caso, diz-se que u, é uma raíz müllipl 

‚ёш ipla de ordem k, e k 
chama-se multiplicidade da raíz. Dir-se-á, do т é 
uma raiz múltipla de ordem 4, ete. ERU RN Ne 


Exemplo — O polinômio fla) = e — $ + Bx — or 
па mare O, anomia de Sw En = 4, decompbese em fac- 


f= (e — 2) (2 — 2) (z — 1). 
Esta decomposição pode-se pòr sob a forma: 

I) (z — P(e — 1). 
û =2, é uma raiz duplo ¢ u 


ота raiz simples. 


Se о polinómio tem uma raíz múltipla a de ordem A, considerá- 
«emos como tendo k raizes iguais. 
. Resulta, então, do teorema relativo à decomposição dum polis 
nòmio em factores lineares. o teorema seguinte. 


Todo o pulinómiv de grau n rem, е, is 
T7 on, exactamente, n raizes (n 
complexas) di 


Nota — Tudo o que tem sido 
ИР. q dito a respeito das raízes do 
Imag" HA hn 
é igualmente verdadeiro para as raizes da equação algébrica 
Ам" + Aum os FA, =0. 
Demonstremos, agora, o teorema seguinte 
Teorema — Se a, é uma tale miltipla de ordem k, > | para o 


polinómio f(x), é, então, ита raíz de ardem k, — | ve 
f(x) deste polinómi АА 


Deimumstração — Sendo a, uma raiz múltipla de ordem А, em 
kı > d. resulta Ja formula (1º) que: g TERNS 


о) = (6 ag (a) 


em que у(х) = (ta) .. (х — as)" nào se anula no ponto 
x= а, isto é, pla) # 0. Derivando, tem. ч 


f (2= k (z а) p (a) e ау e) 
Ропћатох = (2 — а) [kig (2) + (2 — a) #09]. 


Ent plz) = kip (2) + (x — a) ф (2. 


Га) = (еа) va. 


"———M M 
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em que A 
(a) = kg (a) + (a — a) 9 (a) = v (a) 0, 
isto 6, que, x = а, é uma raíz de ordem k, — 1 do polinómio fo. 
Vê-se imediatamente. segundo a demonstração, que se kı = 1, a, não 
é uma raiz para a derivada f(x). 
Resulta deste teorema que а, é uma raiz de ordem kı —2 para 

a derivada j” (x). uma raiz de ordem k,— 3 para a derivada f" (х), 

De. por fim, uma raíz de ordem 1 (uma raíz simples) рага а 
derivada f (4): а, não é uma raiz para a derivada fk, (X), por outras 
palavras, 


а) 0. Fla) 0, (a) — 0, 0.0 PPP (а) 0 
mas 
f? (a) 50. 


$ 8. Decomposição em factores dum polinómio 
no caso das raizes complexas 


Аз raizes di, ds os dn, da fórmula (1) do $ 7, Cap. УП, podem 
ser ou reais, ou complexas, Em casos semelhantes, pode-se enunciar o 
teorema seguinte 

Teorema — Se а + bi é uma raíz complexa do polinómio f(x) 
de coeficientes reais, este polinómio tem igualmente por raíz, o número 
conjugado a — bi. 

Demonstração -— Se substituirmos na variável x do polinómio f (х) 
o número a + hi. encontramos, depois de termos efectuado as operações 
correspondentes e agrupado separadamente os coeficientes de f, e os 
que não contêm f. que 


м+м, 


Ha+b0 


em que M e N são expressões que não contêm i 
Sendo a + bi uma raíz do polinómio, temos 


Ha bl) em MA NL— 0, 
donde 


Substituamos na variável x do polinómio o número a — bi. En- 
contamos, então, depois de termos efectuado as operações correspon- 
dentes (em virtude da nota 3 feita no fim do $ 2 do presente capítulo). 
o número conjugado de M + Ni, por outras palavras, 


Ha-bj=M—Ni. 


Mas como M=0 e N=0, verificamos que f(a— 00 =0, o 
que exprime bem que a = bi é uma raíz do polinômio. 

Por conseguinte, as raízes complexas entram na decomposição 
do polinômio. 


Ha) — A(z — a) (2 — a) (n — an) 
por pares conjugados. 

Multiplicando entre si os factores correspondentes ao par de 
raízes complexas conjugadas, obtemos um trinómio do segundo grau 
de coeficientes. rea 


[z — (a + tle — (a — b] 0) — bille — 0) + biJ = 
=(1-0 + — Заг + a" + b= 02 e pr 
em que p = —2a e q =u" +b são números reais 


Se o número a + bi é uma raiz múltipla de ordem A, o número 
conjugado а — bi € também uma raíz múltipla de ordem A, de modo 
que nu decomposição dum polinómio em factores entram tantos factores 
lineares x — (и + bi) como factores lineares x — (a — bi) 

Por conseguinte, todo о polinámio de coeficientes тешз pode ser 
decomposto em factores de coeficientes reais do primeiro e do segundo 
grau de multiplicidade. correspondente, isto é, 


FG) = Доба =- a)" — a)" 


te car + por Hq)", p + 


onde 
ki Fhe o FFI... 


$ 9. Interpolação. Fórmula de interpolação de Lagrange 


Suponhamos que ao estudar um certo fenómeno, se tinha demons- 
trado a existência de uma dependência funcional entre grandezas x 
e y exprimindo o aspecto quantitativo deste fenómeno: а (unção 
(x) não é conhecida, mas estabeleceu-se, ao proceder a uma série 
de experiências que а função y = у(х) toma, respectivamente, 05 
valores yo Ye Ye <<» Ya quando se dá à variável independente 0s 
valores X; Xp Xs +... хя pertencentes ao segmento (a, Р] 

O problema que se põe é de achar uma função o mais simples 
possível (um polinômio, por exemplo). que seja a expressão exacta 
ou aproximada da função desconhecida у = ¢ (x) sobre o segmento [a, b]. 
Duma maneira mais generalizada, o problema pode ser posto como 
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se segue: о valor da função y = у(х) é dado em и + 1 pontos dife- 
rentes хо, Xu oes ха do segmento [a, b]: 


gm) nome nm en) 


pedese para achar um polinómio Р(х) de grau <n que exprima, 
duma maneira aproximada, a função у(х). А 
É muito natural escolher о polinómio de maneira que tome 
mos pontos Xu, Xa, s» Xm 05 Valores уь, Yi, Ja «<=» Yn da função у(х) 
(fig, 164). Neste caso, o problema 
que pusemos e que se chama «pro- 
blema de interpolação da função» 
pode ser formulado da maneira se- 
guinte: encontrar para uma função 
dada p(x) um polinômio Р(х) de 
gau <n que tome nos pontos хо, 


Xan ен Ха 08 Valores 
om la memes 
ак PELIS 


Para este fim, escolhamos um polinómio de grau n da forma 
Pl) = Cuz — n)(r— a)... (140) + 
RO xo) (2 — 29) (e en) + 
+ Cala — n) (r — a) (E t). (2 20) + 


se Os Gr n) (аа). (2 ә) 0) 

e determinemos os coeficientes Cu, Cy ¿+ Cu de maneira que sejam 
verificadas as condições 

Ра) =н Pl) = cos Pn) m Un [7 


então, em virtude das igual- 


Façamos па fórmula (1). 4 
dades (2), temos: 


Vo = Co (ro — n) (xo — 2) (to — n), 
donde 
ty 
(Zo — 2) (Zo — 23) + > + (Lo — 6) 


Façamos em seguida х = xı; temos: 
yı = C(3 — n)n 2). (а — Ta). 


donde 
ГА 


G 
(2, — To) (2, — 3a) + 


(5 — 20) 


Procedendo desta mancira, obtemos sucessivamente 

= C MÀ 

n — n) (xa — 2) (Za — 2) (08 — En) 
Js 


[m 
(m, — ner, — 2) (tu ad): — 


y 


Substituindo os valores assim encontrados dos coeficientes na 
fórmula (1), temos: 


Py LEE) E уу 


(xo д) (Zo — д)... (2o = m) 


+ (z — zo) (2 — Ba) +» ny) pu. 


(a — 29 (8 — 29 ++ + (21 — m) 


еа а) еа) 
[ERR En а) а а)" e 


Esta fórmula é chamada fórmula de interpolação de Lagrange. 

Indiquemos, sem dar a demonstração, que se + (х) tem uma 
derivada de ordem (1 + 1) sobre o segmento fu, A]. o erro cometido 
substituindo a função ¢ (4) pelo polinômio P(x). isto é, a quantidade 
R(x) = eG) — P (x) verifica а desigualdade 


ГА) I — 2) (а)... (а) X 
1 +) 

sr ha (ml. 

Nota — Resulta do te 


nómio obtido P(x) é o úni 
do problema posto. 


ma 4, $ 6, Capítulo VII, que o poli- 
» polinómio que satisfaz às condições 


Exemplo — Os resultados duma experiência forneceram-nos os valores da 
fundo у= еш}: Ju =, у, = —5. у, = 4, correspondentes aos valores 1, 
=4, da variável independente x. 

Exprimir a função у = q (x), duma maneira aproximada, por um: polis 
nómio do segundo grau. "ive 


Ж 


и —————— a 
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NEMEROS COMPLEXOS. POLINOMIOS E 


Resolução Em viude da fórmula (3), temos (para n 
(244) ju (DET 007 
{i ""e-ne-4 


2 
Enea! 


ou 
39, 123 
ру 39 ج‎ 


Notemos que existe igualmente outras fórmulas de interpolação. 
Uma. entre elas, a fórmula de Newton, é considerada no Anexo П. 


$ 10. Melhor aproximação duma função pelos polinômios, 
Teoria de Tchébychev 


O problema considerado no parágrafo precedente conduz-nos, 
muito naturalmente, a pòr a nós próprios a questão seguinte; seja uma 
função continua p(x) definida sobre o segmento [a, b] Pode-se apro- 
ximar esta função com o auxílio dum polinômio Р(х) com um grau 
de precisão urbitrâriamente dado untecipadamente? Por outras palavras, 
pode-se obter um polinômio (д) tal que a diferença, em valor 
absoluto, entre у(х) e Р(х) seja inferior em cada ponto do segmento 
(а, b] a um número arbitrário dado ¢ > 07 

O teorema seguinte, que enunciamos sem dar a demonstração, 
responde afirmativamente(*) a esta questão. 


Teorema de Weierstrass — Se а função ¢ (x) é continua sobre. o 
segmento [a. b] então, para todo e > 0 existe ит polinómio Р(х) 
tal que em сайа ponto deste segmento а desigualdade 


lo —P()]<e 
é satisfeita. 
O célebre matemático soviético S. Bernstein indicou um método 


racional para construir polinômios sensivelmente iguais à função con- 
tínua dada sobre o segmento considerado. 

Suponhamos que a função ғ (х) seja continua sobre о segmento 
[0, 11. Formemos a expressão 


S fm € 
> ETTA 
d ШЕ )‹ m i Е 


В, (2) 


19) Notemos que o polinámio de interpolação de Lagrange [ver (3), $ 9) 
não permite responder à questão posta. Nos pontos X, х im Xa ов valores 
deste polinómio sio efectivamente iguais aos valores correspondentes da função, 
mas em qualquer outro ponto do segmento [а, bl- estes valores podem diferir 
notàvelmente. 


Nesta expressão Cm são os coeficientes do binômio de Newton 
e ¢ (A Jo valor da função dada no ponto x = Ft. A expressão Br (a) 
é um polinómio de grau a; chama-se polinómio de Bernstein, 

Para todo о número arbitrariamente pequeno ¢ > O, pode-se 


sempre obter um polinômio de Bernstein de grau tal, que seja veri 
ficada a desigualdade 


Bat) —0()]<e 


em todos os pontos do segmeiio [0, 1). 

Notemos que a escolha do segmento [0, 1] nào restringe a 
generalidade, porque se pode sempre reduzir um segmento qualquer 
la. b] ао segmento [0. 1] com o auxilio da modificação da variável 
x = а + 1( — а). Esta transformação conserva o шташ do polinómio, 

E ao célebre matemático russo P. Tchébychev (1821 — 1894), 
um dos representantes mais eminentes do pensamento matemático, que 
pertence o mérito de ter elaborado a teoria da melhor aproximação 
das funções com о auxilio de polinómios, Pertencem-lhe, neste domínio 
das matemáticas, resultados fundamentais que abriram © caminho aos 
trabalhos ulteriores dos seus numerosos continuadores. 

O ponto de partida desta teoría Je Tchébychev foi a suu memória 
sobre a teoria dos mecañismos articulados. É justamente o estudo destes 
mecanismos que o conduziu a procurar no meio de todos os polinómios 
dum dado grau n, cujo coeficiente de v^ é igual a um, aquele que 
difere a menos de zero, sobre o segmento dado, Este grande 
matemático conseguiu resolver este problema, e os polinômios obtidos 
foram chamados, por consequência, potinómios de Tehébychev, Estes 
polinómios têm numerosas propriedades notáveis е constituem na hora 
actual um poderoso meio de investigação nos numerosos problemas 
matemáticos e técnicos, 


Exercicios 


1. Calcular (84-5) (4-1) 
2, Calcular (84444) (T+ 31). 
3—i 
TFS 

4, Calcular (0709. 


5. Calcular VT. 


3. Calcular 


6. Calcular У 


e —— e 
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Por sob a forma trigonométrica as expressões; 


Achar P 


9. Exprimir ax expressões seguintes, em função das potências de sen x e сова: 


sente, cos 21, senda, соз Ау, sen 5л, cos Sr 


10, Exprimir 
LOT. cuv, COS, COP X. CO WA, SER, sentz, sent 


аит. Dividir f (s) 48 Br — por Edo 


32. Dividir f (e) = xt + A ЭШ 108% + BL por e+ 8: 


ав, Dividir Jl mad por # 


Decompor em factores os polinômios. seguintes: 
jeti 
fes? 
16.7 (a) mat de 
17. Os res 


PETS 
у= 6 para mpm 1, 
уз = 1O para zs = 2, 


Exprimir esta funcio duma maneira aproximada, com o auxilio dum 


polinómio do segundo grau. 
18, Achar um polinómio do quarto gr 


19. Achar o polinómio de gra o m 


mente, os valores 3, 7, 9, 19 para x2, 4, 5, 10. 


20, Achar os polinómios de Bernstein do primeiro, segundo, terceiro e quarto 


grau, para a função у = senma sobre o segmento 10, 1} 


m função dos senos e rosenos dos arcos múltiplos, as expressões: 


dos das experiências deram os valores seguintes da função y de x: 


que tome, respectivamente, os 
lores 2, 1, — 1, 5, 0 para os valores de 1, 2, 3, 4, $ de x 


вело possível, que tome, respectiva- 


Capitulo үш. 


FUNÇÕES DE VÁRIAS VARIÁVEIS 


$ 1. Definição das funções de várias variáveis 


Ao estudarmos us funções de uma só variável, notamos que a 
análise de numerosos fenómenos necessita do emprego das funções 
de duas ou mais variáveis independentes. Citemos alguns exemplos. 


Exemplo 1, A drea de um rectângulo de lab 
fórmula bem conhecida ж” ж А Мы 
-». 


A cada par de valores de x e y corre 
da superficie S. 5 €, ров, uma função de 
Exemplo—2. O volume V dum paralelepípedo rectângulo, cujo compri 
mento das arestas € respectivamente x, у, z é dado pela fórmula 
V = apro 
Aqui V é uma função de três variáveis х, y, 2 


le um valor bem determinado, 
variáveis, 


Exemplo —3. O alcance R da trajectória dum projécil lançado à velo: 
e inicial V, sob um Angulo y com o horizonte, é dado pela fórmula 


(se se desprezar a resistência do ur). р designa aqui, a aceleração da gravi 
A ada par de valores V, e y corresponde um valor bem determinado 
de R, por outras palavras, R € uma função de duas variáveis Vo € у 


Exemplo — Rem 


TE 
а €, aqui, uma função de quatro variáveis x, уа t 

Definição — 1. Se а cada par (x, у) de valores de duas variáv 
x e y. independentes, tomados num certo domínio de definição D, 
corresponde um valor bem determinado da variável z, diz-se que z é 
uma função de duas variáveis independentes x e y definida no dominio D, 

Designa-se uma função de duas variáveis pela notação 

=f) ou s—F(ny, ete ae 


| СЕ 
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Uma função de duas variáveis pode ser expressa, quer com o 
auxílio de quadros, quer analiticamente, com o auxílio duma fórmula 
como o fizemos nos quatro exemplos acima citados. A fórmula permite 
estabelecer o quadro dos valores que toma a função para cada par 


de valores Jas variáveis independentes. Por exemplo, pode-se formar 


o quadro de dupla entrada seguinte, no caso do primeiro exemplo: 
S=1y 
SE ' n E 
1 o 1 15 2 3 
2 o 2 3 4 5 
3 0 3 4,5 5 ٩ 
4 D 4 5 8 12 


Neste quadro, acha-se o valor da função $ pela intersecção da 
linha e da coluna correspondente aos valores escolhidos de x e de y. 

Se a dependência funcional = = f(x, y) foi estabelecida após 
medidas efectuadas sobre a variável с no decurso do estudo experi- 
mental dum fenómeno qualquer, obtém-se, então, um quadro de dupla 
entrada definindo z em função das duas variáveis x e y. Neste caso, 
а função é duda únicamente por um quudro. 

À função de duas variáveis, do mesmo modo que a função duma 
só variável, pode não ser definida para todos os valores arbitrários 
das variáveis independentes x e y 


Definição —2. Chama-se dominio de definição ou dominio de 
existência da função 
afin y) 


ao conjunto dos pares (х, 3) dos valores de x e de y para оз quai 
esta fungào é definida. 

O domínio de existência duma função de duas variáveis pode 
ser geomêtricamente interpretado como se segue: se se representa cada 
par de valores x e y por um ponto M (x, y) do plano Оху, о domínio 
de definição da função será representado por um conjunto de pontos 
deste plano, Chamaremos a este conjunto de pontos. domínio de 
definição da função. Em particular, este domínio pode ocupar о 
plano Оху completamente. No seguimento, os domínios de definição, 
que tivermos de considerar, serão constituídos por partes do plano 
delimitadas por certas curvas. A curva que delimita o dominio de 
definição chama-se fronteira deste domínio. Os pontos do domínio que 
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não pertencem à fronteira são chamados pontos interiores do domínio, 
Todo o domínio constituido de pontos interiores chama-se domínio 
aberto, Um dominio completado pela sua fronteira diz-se domínio 
fechado, O domínio diz-se limitado se existe uma constante C tal 
que a distância M de qualquer ponto deste domínio à origem das 
coordenadas O é inferior а С, por outras palavras, |OM | < C. 


Exemplo == $, Determinar o dominio natural de definição da função 
A 
A expressão analítica 2 = y € definida 


de x e de y, Por conseguinte, o domínio m 
coincids com o plano Озу inteiro, 


га todos os valores arbitrários. 
ral de definição desta função 


Exemplo — 6. E 


Para que z seja real é necessário que o radial seja 'ümer 

1—S85—y 0002 y ct. 
parte do plano delimitado pelo círculo de raio | 
аут) 
БОК н 


Exemplo 2= Log(z- yh 


Sendo os logaritmos apenas definidos para 
a números posos. deves Vot, Desen: 
mente, à. desigualdade 


2+9>00uy>—*. 


O dominio natural de definição desta função é, por com 
semiplano colocado por cima da Tecla y= т (or ponios de ш Mo 
pertencem ao domínio) (fig 165). des 


Exemplo 8. A superfície $ dum tri ima funçt base 
а inet erfície $ dum triângulo, é uma função da base x 
sy 

i. 


lo desta unção é, evidentemente, o domínio 4» 0, 
4 ше a base e а altura по podem ser expressas а não” ser 
por números estritamente posiivos). pa e MN 


Nolemos que о domino de definição da função consierad 
identifica com о dominio natural de definição da expreso amica que a Usina, 


o dominio natural de definição da expressão “у ocupando, evidentemente, ө. 
plano Оху completamente, 
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Pode-se estender, facilmente, a definição de função de duas variá- 
veis reais independentes ao caso de três с mais variáveis independentes. 


Definição — 3, Se а todo o sistema ordenado de valores das 
variáveis x, y, X, s. и, f, Corresponde um valor bem determinado 
el w, diz-se que w é uma função das variáveis independentes 

, U, t, е notase W= Р(х, у, z, «M, 1) OU w= Hr ys 
ete. 

Define-se o dominio de definição duma função Je trés, quatro 
ou dum número qualquer de variáveis do mesmo modo que no caso 
de uma função de duas variáveis, 

Assim, o dominio de definição duma função de trés variáveis 
é um conjunto de sistemas ordenados dos valores (x, y, 2). Notemos 
imediatamente que todo o sistema ordenado de três números define 
wm ponto М(х, у, z) do espaço Oxyz, Resulta que o domínio de 
definição duma função de três variáveis é um certo conjunto de pontos 
do espaço, 

Pode-se definir, do mesmo modo, o dominio de definição duma 
função de quatro variáveis independentes u = f (x, y, z, 1), como um 
certo conjunto de sistemas ordenados dos quatro valores (x, у, z, 1) 
Todavia, não é possível neste caso, bem como nos cusos dum maior 
número de variáveis independentes, dar uma interpretação geométrica 
simples ao domínio Je definição. 

A função considerada no exemplo 2. é uma função de trés 
variáveis indepedentes definida pura todos os valores de х, у, 2, 

A função considerada no exemplo 4, é uma função de quatro 
variáveis independentes. 


Exemplo — 


la é definida. 


w é, aqui, uma função de quatro variáveis independentes x, y, т, 
dade 


para os valorés das variáveis independentes que verificam a di 


pr >‏ و 


Representação geométrica duma função de duas variáveis 


= а=! 1) 0) 


uma função definida num dominio G do plano Oxy (este dominio 
pode ocupar. em particular, o plano completamente) e seja Oxyz um 
sistema de coordenadas cartesianas no espaço (fip. 166). Em cada 
ponto (x, y) da dominio G elevemos uma perpendicular ao plano Оху 
sobre o qual tragamos um segmento igual ao valor de f(x, у). 
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Obtemos, então, um ponto P do espaço, cujas coordenadas são 
LOL 


O lugar geométrico de todos os pontos P, cujas coordenadas 
ficam a equação (1), chama-se o gráfico da função de duas variá- 
Sabe-se, do curso de geometria analítica, que a equação (1) 
define uma superfície no espaço. O gráfico duma função de duas 


Fig. 160 Fig 107 


variáveis é, pois, uma superfície cuja projecção no plano Oxy é o 
domínio de definição desta função, Cada perpendicular ao plano Oxy 
corta a superficie z= f(x, y) no máximo dum só ponto. 


Exemplo — Sabe-se, do curso de geometria апаа, que o ático da 
função 2 = xi +y? é um parabolóide de revolução (fig. 167). y 


Nota — Não é possível representar, geomêtricamente, no espaço, 
o gráfico duma função de três ou dum número mais elevado de 
variáveis independentes. 


$ 3. Crescimento parcial e crescimento total da função 


Consideremos a curva PS definida pela intersecção da superfície 
= y 

com o pleno y = const. paralela ao plano Ox: (fig. 168 

Sendo y constante em todo o ponto deste plano, z variará ao longo 

da curva PS sômente em função de x. Demos à variável independente x 

um crescimento ал; o crescimento correspondente de z é, então chamado 

crescimento parci le 2 em relação a x; é notado por segmento 
S de iu TO ай pea ыш теше 

0 


Ay =/(14 Az, y) — f(t, y). 


—— M FF 
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Do mesmo modo, se x é constante e se dá um crescimento a 
о crescimento correspondente de z chama-se, então, crescimento parcial 
de z em relação a y e anota-se Ay (o segmento TT" da figura 168): 


Nr f(z, y + Ay) — fen, y) (2) 
A função recebe, então, o crescimento 4,2 «ao longo da curva», 
definida pela intersecção da superfície z = f (x, y) e do plano x = const, 


aralelo ao plano O) 4 
PHP agora se der, simultâneamente, um crescimento ax à variável 


independente x e um crescimento Ay à variável independente y, O 


Fig, 108 


crescimento correspondente 4: de z que daí resultará chama-se cres 
cimento total da função z; o crescimento total é definido pela fórmi 


Az=f (r+ Ar, у+ АЙ — Fs |) B 

O crescimento az está representado pelo segmento QQ” da 
figura 168. 

Notemos que, em geral, o crescimento total não é igual à soma 


dos crescimentos. parciais: 


Ash быа + бу. 
Exemplo — z = xy. 

Вг = (т + Az) у— у= ИА, 

Aye y А) ау тб, 

Asc (к + Az) (y + Ay)—=y=yAz + аду + AzAy. 


Define-se, duma mancira análoga, o crescimento total e os cres- 
cimentos parciais das funções dum número qualquer de variáveis. 
Тег.зе-й, por exemplo, рага uma função de três variáveis indepen- 
dentes u = f(x, y, 0: 
Аа} (FF Az, у, 0) - Pes р, 0), 
Aye (а, YF Ay, 0 Gs Y 0 
Аш= fr, у, EF AD —[(х, у, Os 
Au=/(2+ Az, y + Ау, t+ At) f(z, у, D 
$ 4 Continuidade das funções de várias variáveis 
Introduzamos, primeiramente, a noção importante de vizinhança 
dum ponto dado, Chama-se vizinhança do ponto Миль, yo) de raio r, ao 
conjunto de todos os pontos (x, у) que satis- 
façam à desigualdade VIP FO N< 
<r, isto €, o conjunto de todos os pontos 
situados no interior do circulo de raio r e 
de centro no ponto Mo (х, уд. 
Por consequéncia, quando dissermos que 
а função f(x, y) tem uma certa propriedade 
«na vizinhança do ponto М(х, y)», isso 
significará que existe um círculo de centro 
no ponto М, (хь, ys) em todos os pontos 
do qual a propriedade dada da função é Fig, 109 


Antes de passarmos ao estudo da coni 
variáveis, detenhamo-nos па noção do limite 
variáveis (*). Seja dada 


idade das funções de várias 
as funções de várias 


z=f(z, y) 
uma função definida num certo domínio G do plano Oxy. 
Consideremos um certo ponto M, (x, yu) situado по interior 
ou sobre a fronteira do domínio © (fig. 169). 
Definição — 1. Diz-se que o número A é o limite da função 
f(x, у) quando o ponto M (x, y) tende para o ponto Mo (x, yo). 
se para todo e >0 existe um número г> 0 tal que para todos os 
pontos M (x, у) que verificam a desigualdade MM, < r, a desigualdade 
И y) Ape 


é satisfeita. 


) De facto, apenas estudaremos as funções de duas variáveis, 
porque o estudo das funções de três ou dum número mais elevado de variáveis. 
mão traz oenhum elemento novo, mas provoca dificuldades complementares 
de ordem técnica. 


A -———————— MÀ н 
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Se o húmero А é o limite da função f(x, y), quando M(x, y) > 
> Malo, yi), nota-se: 
lim/(z, y) —4- 
020 
Definição —2. Seja М, (хо, уз) um ponto pertencendo ao domínio 
de definição da função f(x, у). Dizse que a função z= f(x, y) é 
contínua no ponto Mo (ха, yo) se a igualdade 
lim f(x, y) f (to Yo (1 
in 
é verificada, quando o ponto M (x, y), tende arbitrariamente, (perma- 
necendo no interior do domínio de definição) рага о ponto Mo (Xo, yo). 
Façamos, x = xe + Ax, у = Ju + ay. А igualdade (1) pode, então, 


escrever : 
lim f (zs + Az, Vo + A) = (zo, И) a) 
aa 
Fe] 
T lim [++ A, o + A — (ae, uen a) 
5A 


Façamos, Ap = V TAZ) + (Ау) (ver fig. 168). Quando ax-»0 e 
Ay 0, ap->0 e, inversamente, se арэ 0, então, Ax->0 e ay>0. 
A expressão entre paréntesis na igualdade (1”), não é mais do 
que o crescimento total Az da função 2 
Por conseguinte, a igualdade (1) pode ser posta sob a forma 
lim А20, 
ap 
Uma função contínua em cada ponto dum certo domínio diz-se, 
continua nesse domínio. 
Se a condição (1) não é preenchida num certo ponto N (xo, Jo) 
este ponto chama-se ponto de descontinuidade da função z = f(x, y). 
Citemos alguns exemplos em que a condição (1) não tem lugar: 
1) 2= f(x, y) é definida em cada ponto duma certa vizinhai 
do ponto N (x, y), mas não é definida nesse ponto: 
2) A função z = f(x, y) é definida em cada ponto duma vizi- 
nhança do ponto N (x, у) mas o limite lim f (x, y) não exist 


3) A função é definida em cada ponto dá vizinhança de N (ts, у), 
o limite lim f (x, y) existe, mas 
Dd lim f(x, y) 1 (o Wi 
zm 
iu 


Exemplo—1. A função 
op 
é contínua para todos os valores de x e y, isto é em cada ponto do plano Ox). 


Com efeito, qualquer que sejam os números x, у, Ax e ду, lema 
۵ = [s + وھ‎ + + Ay — 1а + 1 = 2248 + DAY + at de Ай, 
Por conseguinte, 
lim Az=0, 
En] 


Citemos, agora, um exemplo de função descontínua. 


Exemplo —2. А tunção 
AG 


é sempre definida, excepto no ponto 0, y 0 (fig 170, 171) 


Fig. 170 


Consideremos o» valores que toma z nos pontos situados sobre a recta 
y= ke (k = const). É evidente que para todos os pontos desta recta 


D 2k const, 
E Ж 


por outras. palavras, sobre cada recta que passa pela origem, a função а 
Em um valor constante, mas que depende do coeficiente angular К desta recta. 

T esta a razio porque o valor limite da função £ depende do caminho 
percorrido, pelo ponto (x, ¥) quando ele tende para a origem das coordenadas 
Fita função tem, por conseguinte, uma descontinuidade nesse ponto. 

Ts descontinuidade é tal, que não se pode {azt-la desaparecer dando 
à função z um valor apropriado: na origem. Por outro lado, vê-se, fácilmente, 
que em qualquer ponto diferente da origem a função é continua. 


$ 5. Derivadas parciais duma função de várias variáveis 


Definição — Chama-se derivada parcial em relação a x da função 
== lx у) ao limite do quociente de crescimento parcial Asz em 
ielação a x е do crescimento ax da variável x, quando ax tende 
para zero. 


Qca AA‏ ق ڪڪ 
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Designa-se a derivada parcial em relação a x da função z = f (x, у) 
por uma das notações seguintes 
b Pedo Eo X 
so Ked WS а 
Logo, por definição, 
ĝi tim AME im E 
dz asso Аш nx Ar 
Define-se, do mesmo modo, a derivada parcial da função 
z= jix, y), em relação a y como o limite do quociente do cresci- 
mento parcial Ays em relação a y e do crescimento зу quando Ay 


tende para zero. Designa-se а derivada parcial em relação a y por 
uma das notações seguintes 


j д: of 
mo us жє уу 
Assim, 
Em Ait gy ЕВИ), 
ГИЛЕ Ay 


Notando que às: é calculado deixando y sem alteração c Ay: 
deixando x sem alteração, pode-se, então, definir a derivada parcial 
da maneira seguinte: chama-se derivada parcial da função z = f (x, у), 
em relação а x, à derivada em relação a x calculada supondo y 
constante. 

Do mesmo modo, chama-se derivada parcial da função z = f(x, у), 
em relução a y. à derivada em relação a y calculada supondo х 
constante. 

Resulta desta definição, que as regras de cálculo das derivadas 
is são as mesmas que as empregadas para calcular a derivada 
des de uma variável; é preciso, sômente, terse em atenção 
em relação a que variável se cfectua a derivação. 


Exemplo —1. Achar as derivadas parciais 
Pu m 
dee DE da função 2= zen y. 
Resolução. 
Exemplo — 2 
Neste caso, 
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“Define-se, duma maneira análoga, as derivadas parciais duma 
função dum número qualquer de variáveis, Por exemplo, se tomamos 
uma função и de quatro variáveis x, у.с. t 


un, у, 20, 


então, 
ди tim E da a N 
ж аа-а 1 
du 
dy 
Exemplo nrbi yt atos, 
AN du 
EA реш à Simas 


$ 6. Interpretação geométrica das derivadas parciais 
duma função de duas variáveis 


Seja 


Hay 


a equação da superfície representada na figura 172. 

racemos o plano х = const. A intersecção deste plano c da 
superficie, define uma curva PT. Consideremos para um valor dado 
de x um ponto M(x, y) do plano Oxy. Ao ponto M corresponde 
um ponto P(x, y, z) sobre a superfície = = f(x, 3). Deixando x sem 
alteração, demos а y um crescimento лу = MN = PT", A função z 
recebe, então, um crescimento Ay = TT’ [no ponto М(х, у Ay) 
Corresponde um ponto Т (x, y + Ay. z +Ay2)) da superficie = = (x, 9) 

o quociente 022 é igual à tangente do ângulo formado pela 


secante PT com o eixo dos y positivos: 


Por conseguinte, o limite 


dis Эй 
im DE 
v Ay 
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é igual:A tangente do Angulo A formado pela tangente PB (no sentil: 
geométrico) à curva PT по ponto P com o сіхо dos y positivos 


O valor da derivada parcial 


é, pois, igual à tangente do ângulo 
formado pela tangente (no sentido 
geométrico) à curva definida pela 
intersecção da superficie г = f(x, y) 
e do plano х = const, por um lado, 
e a linha de intersecção dos planos 
хОу e х= comi, por outro. 

Do mesmo modo. o valor da 


derivada parcial “E é igual à tangente 

Tigris do ângulo a formado pela tangente à 
curva, definida pela intersecção da superficie z = f(x, y) e do plano 
o const. e а mha dos planos хОу e у = const 


$ 7. Crescimento total e diferencial total 


Por definição, o crescimento total da função 2 =f(x 3) é 
igual a (ver 83, уш): 


As (x Az, y+ АЙ — Ls Й. 0) 


Suponhamos que as derivadas parciais da função f(x») no 
ponto considerado existem е são continuas. 

Exprimamos az com o auxilio das derivadas parciais. Para isso 
juntemos e diminuamos f(x, y + Ау) no segundo membro da igual- 


dade (Dg (e+ Ar y+ Ap) — 1r + AMF 
fs vu HAD — H6 И 8 


A expressio 
f(x y+ Ау) — Hs Uh 


que figura no segundo paréntesis, pode ser considerada como a dife- 
rença de dois valores, duma função duma só variável y (sendo x 
constante). Apliquemos o teorema de Lagrange a esta diferença; temos: 


d, y + Ay) — fs у [2] 


em que y está comprendido entre y è у + АУ. 
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Do mesmo modo, pode-se considerar a expressão que figura 
no primeiro parêntesis da igualdade (2) como a diferença de dois 
valores duma função duma só variável independente x (sendo a segunda 
variável constante e igual a у + Ay). Apliquemos a esta diferença o 
teorema de Lagrange; temos: 


nie do, уй =} ужар de ELEME, о) 


em que x está compreendido entre x e x + 
Substituindo as expressões (3) e (4) na igualdade (2), tem-se: 


(ЛЗ 7 
м= Az EE A). Ec жаў us ». T 


As derivadas parciais sendo contínuas por hipótese, tem-se 


tim #/@ EST AED, 

P dr дг, 

ащ É (8) 
lim ےک‎ eN 

guo @ 


(estando % e F. respectivamente, compreendidos entre x e x + AX, y e 
y + Ay, tendem, respectivamente, para x e y para àx-»0 e ay=>0) 
Pode-se, então, por a igualdade (6) sobre a forma 


AG y +A fee) ul 
я 


6: дз 
аа je» a 
ду бу ль 


em que y, e үз tendem para zero quando Ax e Ay tendem para zero 
(isto é, quando Ap = Ap = V Azî + Ay! — 0). 
Em virtude da iguakdade (6), a relação (5) torna-se 


pr H6 pep MEM ay rm 6) 
dx ду 


A expressão y Ах + у; Ay é um infinitamente pequeno de ordem 
superior em relação а áp = V Az F AJ. Com efeito, o quociente 
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LAF _ û, quando 3p =0, visto que у, € um infinitamente pequeno 
А ار‎ Ar 
e que 25 é limitado (e 
que 25 ° (ae 
que HAL 


BA Û: 


< 1). Verifica-se, do mesmo modo, 


A soma dos dois primeiros termos é uma expressão linear em 
Ax e ay, ЕШ representa, quando f; (2, y) ¥ 0 e fy (£, y) 9 0. parte 
principal de crescimento e difere de Az por um infinitamente pequeno 
Че ordem superior em relação a 3p = V AF F Ау. 


Definição — Diz-se que a função z= f(x, y) é diferenciável no 
ponto (x, 3) se o crescimento total (az) nesse ponto puder ser posto 
sob a forma duma soma composta de dois termos: sendo o primeiro 
uma expressão. linear em Ax e зу e о segundo um infinitamente 
pequeno de ordem superior em relação а Ap. A parte linear do cresci- 
mento é, então, chamada diferencial totul e anotada dz ou df. 

Resulta da igualdade (5') que se as derivadas parciais da função 
Fix, y) são contínuas num ponto dado, esta função é diferenciável 
nesse ponto: o diferencial total é, então. 


da — f(r, y) Ax + f, (2, 1) Ay. 
Pode-se pòr a igualdade (5') sob a forma 
As = de + y Az + AV 


e escrever a igualdade aproximada seguinte: 
ма, 


sendo о erro cometido, um infinitamente pequeno de ordem superior 
em relação a Ap. 
Chamam-se diferenciais das variáveis independentes x c y e 
na-se, respectivamente, por dx e dy aos crescimentos Ax e Ay das 
veis x e y. 
Pode-se, então, escrever o diferencial total da seguinte maneira 

af af 

dz — dz + — dy. 
dz "s ду А 


Por conseguinte, se а função z= f(x, y) tem derivadas parciais 
contínuas, ela é diferenciável no ponto (х, y) e o seu diferencial total 
é igual à soma dos produtos das derivadas parciais pelos diferenciais 
das variáveis independentes correspondentes. 
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Exemplo—1. Calcular o diferencial total 
273 no ponto (2; 3) se de= 


Resolução, 


о Crescimento total da função 
М e Ay = 02, 


As (аЛа (jj) —2y=y Arz Лу Sr Ау, 


CNN 
“=з + биеийг а йуу Sedes Ay 


Por conseguinte, 
Аз = 3404 + 2.024 0,1:0,2 


de = 34442 


A figura 173 ilustra este exemplo, 


As definições e os raciocinios precedentes podem ser generalizados 
ao caso duma função dum número qualquer de variáveis independentes, 
Seja w= f(x, y ди, ss uma fune [y 
ção dum número qualquer de variáveis, em que г 
todas as derivadas parciais são continuas по T 
ponto (x, y, 2, 2,0), 
A expressio 


Url yl Y 
du P dry S ay. Y ши 
ас" ЫТ suda шты 


constitui, então, a parte principal do cres- 
cimento total da função: denomina-se dife- 
rencial total. Demonstra-se, facilmente, da Bom 


mesma mancira, que o caso de uma função de duas variáveis, que 


a diferença aw — dw é um infinitamente pequeno de ordem superior 
em relação а V (Az) F (Ау +... + (Aij. 


fo = 2 Achar o diferencial total da função и = етсе sente de 


Resolução — As derivadas. parciais 


ou 
= tar sema 
De Ише, 


ôu " 
DE et oye s 
du a 
je H^ 2 ven 2 сов к= à sen 25 


Mio contínuas para todos os valores de x, y, z por conseguinte, 


du БӨ (Br sent s de 3y sent z dy + sen 2: di). 


yq me 
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$ & Emprego do diferencial total para cálculos aproximados 


Seja z= f(x. y) uma função diferenciável no ponto (x, y). 
Caleulemos o crescimento total desta função 


Az= j (r4 Ar, y + A) — Pr ИЙ), 


donde 
dz Az, y Ay) em frs y) + М. 10) 
Tinhamos a fórmula aproximada: 
Аа ds, (2 
onde б ^ 
dica To bed аА [7] 


Substituindo na fórmula (1) Az pela expressão explicita de dz, 
encontra-se a fórmula aproximada: 


9] (x. 
jetis e AM) fer) + UEM да др 00 


sendo O erro cometido, um infinitamente pequeno de ordem superior 
em relação a Ax е Ay. 

Mostremos como utilizar as fórmulas (2) e (4) para os cáleulos 
aproximados. 


Problema — Calcular o volume da matéria utilizada pura а fabricação 
dum cilindro cuias dimensões são (fig. 174) 


R— taio interior do cilindro, 
H— altura do cilindro interior, 
k— espesura das paredes e do fundo. 


| Resolução — Daremos duas soluções deste problema: 
H 


wma exacta e outra aproximada. 


| 

| 
ы а) Solução exacta—O volume procurado v 
igual M iterença dos volumes dos cilindros exterior 
| 


imerior, sendo o raio do clindro exterior Rok e 
altura HK, tem-se: . 
v= n (RA KP (H +) — атл 


| „= n GREE FR + на + 2808 + 9). (8) 


і 

|) Solução aproximada — Designemos por f ө voz 

Fig 174 qume do cilindro interior, então, }= ASH. f é uma 

ro de dune vanve Re H. Se se junta Ка R 

e a Ha, função | recebe um crescimento correspondente Af; este crescimento 
será, precisamente, o volume procurado, isto €, U = Af 


Em virtude da relação (1), temos a igualdade aproximada 


ved 
vnd ati Sun, 
ма como py = 
SRT, Deam. АН, 
mas 


va RII + R'A). (8) 

Comparando os resultados (5) e (6), vemos que eles diferem pela quan- 
lade (HA? + 242 + 1%), composta únicamente de termos que contém k 
quadrado e ao cubo, 


Apliquemos estas fórmulas para dados concretos. Seja R = 4cm, H = 20cm, 
ke 0,1 em. 


Aplicando (5), temos o valor exacto do volume procurado; 
po a (20402090, 4 ARO, H 200,18 A 240,1% 0,49) == 17,8812. 
Aplicando (6), temos o valor aproximado 


val 4 4 40) > 17,00. 
O erro iota indo a fórmula aproximada (6), é inferior а 0,3, 
ou мй, 100-77 51 9. sto é, menos de 2% di quantidade medida. 


$ 9. Emprego do diferencial para avaliar o erro cometido 
durante os cálculos numéricos 


ы ЕЮ. 
uma função das variáveis x, у, z, ..., 1. Suponhamos que a avaliação 
dos valores numéricos das quantidades x, y, 2, t, € feita com um 


certo erro (respectivamente, a Ax, Ay, 32, .... М, aproximadamente), 
O valor de u será igualmente determinado com um certo erro 


Auc fe + Az, yd Ау, HAs ees EHE M) — 
OS 
devido ao erro de avaliação das variáveis independentes, Propomo-nos 
avalia о erro Аш, se se supõe conhecidos os erros Ax, AY, ..., Mf. 
upondo os valores absolutos dos Ax, Ay, .... Af, suficientemente 
peque os, pode-se substituir o crescimento total da função pelo dife- 
tencial total; obtém-se, então, a igualdade aproximada 


af СА СА 
А А Ж 
ШЫГАДЫ Г Тим: эзы 


EEOEOEE-- ---- Pm EP s o RAS RINT 
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As derivadas parciais e os erros relativos às variáveis indepen- 
dentes são ou positivas ou negativas. Substituamo-las pelos seus valores 
absolutos; encontra-se, então, a desigualdade 


a a) |z . 
| Au 4а 1AyI t t [oap үм 
Se se designar por | Atz |, | A*y la + + «+ | Atitos erros absolutos 


máximos das variáveis correspondentes (os limites dos valores absolutos 
dos erros), pode-se, evidentemente, admitir que: 


Exemplos. 
1) Seja u= z- y + z, entio, 
1 A*u | e | A*z |+ L A*y ТА | AE de 
2)Seja и = = y, então, 
1A*u [o | Ate [+ | St 
3) Seja и == ry, então, 


1A*u |= | e L| Ay 14 lu] Ate de 
4) Seja u: 
D уу ШМ Le LEAVE 
Г [rasos 5 М 


S. Medese a hipotenusa c e o lado b dum triângulo rectângulo ABC 
com os erros absolutos máximos | 4*¢ | = 02, | ача = 01, Acha-se, respecti- 


vamente, ¢ 7$ e a=32 Determinar o ángulo А pela fórmula sen4 = 
e о erro máximo absoluto [54 | cometido ao calcular este Angulo. 


+ por conseguinte, 
a 


== 


Encontramos, segundo a fórmula (2): 


کے +14 


6. Determinouse o lado b = 12156 m e o ángulo А 
triângulo rectângulo ABC, Os erros absolutos máximos, cometidos no decurso da 
avaliação destas grandezas, são, respectivamente, | 4ºb | = 005 т e |A*A | = 12". 


Determinar o erro máximo absoluto cometido, calculando o lado a pela 
fórmula a = Вв 4. 


Resolução — Achamos, em маше da fórmula (2) 
^ » 
(aa [Hg 41109 (4 LL د‎ 
Substituindo os valores correspondentes (e exprimindo 3*4. em radianos) 


temos; 


m чибер ботоат, 


Chama-se erro relativo da grandeza x ао quociente do erro ar 
pelo valor aproximado х desta grandeza. Designassc por 5x, 


Ar 


dr 


masse. erro relativo máximo da grandeza. x e anota-se | 8*x | 
uo quociente do erro máximo absoluto е do valor absoluto de x 


|٠| Le 
Izl 


Para avaliar o erro relativo máximo da função w dividamos 
10008 os membros da iguuldude (2) pot u = fin ¥ 3 D 


(4) 
Eis porque se pode por a igualdade (3) sob a forma: 
FEES "al? los 
|8 —|# йл |+ КО Nulos 
Henna 5 
a oe [7 


ou sob uma forma compacta: 
|ёи| = | A" Ток 711. (6) 
ame 


ретте IL т=ш= ш 
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Resulta de fórmula (3), bem como da fórmula (5) que o erro 
relativo máximo duma fungáo é igual ao erro absoluto máximo do 
logaritmo desta função, 

Deluzmos da fórmula (6) as regras que se devem aplicar 
durante os cálculos aproximados. 

1, Seja и = xy 

Utilizando os resultados do exemplo 3, tem-se 


BTE y bella اھا ے‎ ТА 
ЕД [ЕЛ tel lvl 
10418) 
isto é, o erro relativo máximo do produto é igual à soma dos erros 
relativos máximos de cada um dos factores. 


2 Seja u= 3 utilizando os resultados do exemplo 4, temos: 

[Su =10%)+19vb 

Nota — Resulta do exemplo 2, que se u = 

АЕА] 
7] 


Se os valores de x e y estão próximos, pode acontecer que | 8*4 | 
seja muito grande em relação à grandeza procurada x — y. É preciso 
ter em conta esta circunstância durante os cálculos. 


Exemplo—7. O período das oscilações dum pêndulo é igual a 


ren VT 


em que | designa o comprimento do pêndulo e y а aceleração da gravidade, 
Que erro cometemos nús, ao determinar T por esta fórmula, tomando 

= 314 (aproximadamente a 0005), 1= 1m (aproximadamente а 001), 
3 m/s) 

Resolução — O erro relativo máximo, é igual, em virtude da fórmula (6) а 


per 1= | A* Log T |: 


18%) 


Тен 


m 

атлаа зад. 
Tendo em atenção de que т = 3,14, atm = 0,005, 
8 m/s, A*g = 0,02 m/s", temos 
nur воот ои E 
AEREA 
O «те más tento & pois ipa à 

&*T = 0,0076 = 0.76 % 


Calculemos | 4º Log 
m, A*i = бїт, 


FUNÇÕES DE VARIAS VARIAVEIS 293 


$ 10. Derivada duma função composta. Derivada total 
Suponhamos que na equação 
2=Flu, o) (1 
u e y são funções das variáveis independentes x e y: 
ug) eme Y) " 


Neste caxo, z é uma função composta das variáveis x e y 
Pode-se, evidentemente, exprimir z directamente em função de 
sex 


a= Flote, 0, v Gs И]. B 


Exemplo —1, Seja 
mute do uma t m ону 


(et E ир erae de ten + 1 


então, 


Suponhamos que todas as derivadas parciais. da função F(u, v). 
elx y). dla, 3) são continuas e proponhamo-nos calcular © 
dá ar 
H а partir das equações (1) e (2) sem utilizar a igualdade (3) 


e 


Demos à variável x um crescimento ax, conservando y constante. 
Então, u e v recebem, respectivamente, em virtude da equação (2), 
um crescimento Душ e As 

Mas. então, se vari is w e v recebem, respectivamente, o 
crescimento Au e Aw, a função z= Fu, 1) receberá. por sua vez, 
um crescimento Az, definido pela fórmula ($). $ 7. Cap. УШ: 


дЕ дЕ 
да D Au e Ago E тА Yt 
Dividamos todos os membros desta igualdade por ax: 


ÓF Aw 


Se ax-»0, então, Аш — 0 e Aw- 0 (em virtude da conti- 
nuidade das funções w e v). Mas, então, y, € y: tendem igualmente 
para zero. Passando ao limite, para Ax-»0, tem-se; 


o ue m a n 
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e, por conseguinte, 
(4 


Se tivessemos dado um crescimento Ay à variável y e conser- 
vado x constante, teriamos tido, raciocinando da mesma maneira: 


B xw m (49 
ûy ди ðy doy 
Exemplo — 1. 
s=loglut+i); use; emat 
= 
E 
д зи, 


Vilikando as fórmulas (4) е (4), encontre 
L3 Qu A 1 2 atu 
Sm dd tapar (ue a), 
2u E y 1 А, 

ir ar rl Н 


As fórmulas (4) e (4) podem ser naturalmente generalizadas ao 
caso dum maior número de variáveis, 

Por exemplo, se w = F (z, u, v, 3) € uma função de quatro variá- 
veis z, u, у, э е se cada uma destas variáveis depende, por sua vez, 
de x e y. as fórmulas (4) e (4) transformam-se em: 


du дш д2 ðw ди дш дь дш дв 
Dr: 


dr tr de 
ж de duo do e ds d 
o: ду до ду ûs ду 

Se а função z= F(x, у, u, v) é tal que as уагійл you v 


dependem. por sua vez, da única variável x: 
yii qa =p 
ela é, em suma, função duma só variável x; pode-se, então, propor 


calcular a derivada SE, 
Esta derivada pode ser calculada segundo a primeira: das fór- 
mulas (5): 
de _ û ûz ر‎ даду, д: du, 0200 
dz аг дк Oy Ar Gudz” ûvûr' 


mas como y, и, v não dependem senão de uma só variável х, as 
derivadas parciais correspondentes são, de facto, derivadas ordinárias; 
дг 


além disso, por conseguinte, 
de às dy , ds du, д: de 
de dp de duda” бийк 6 
E a fórmula da derivada total SE ( por oposição à derivada 
аг 
„а E) 
Exemplo — 1. 
yemas 
Boi Pas 


Segundo a fórmula (6), 
de _ ау _, 1 * 1 " 
EA 


$ 11. Derivação das funções implícitas 


Vamos abordar este problema pelo estudo duma função implícita 
duma só variável(*). Seja y a função de x definida pela equação 


F(z, y)=0. 


Demonstremos o teorema seguinte. 


Teorema — Seja y uma função contínua de x, definida pela equação 
implícita 
F(z, y) 


em que F(x, у), F(x, Y. FG. y) são funções continuas num 
certo dominio D conténdo о ponto (x, y), cujas coordenadas verificam 
a equação (1); além disso, suponhamos que nesse ponto Е'у (x, y) 0. 
A derivada da função y de x. é, então, igual a 
E a) 
D 
*) No $ 11 do Cap. Ш, resol voblema da derivação dax 
funções implica. Contudo” apena Vhamor considerado certos e 


não tinhamos obtido a fórmula geral, nem determinado as 
sistência desta derivada. 


й= 


¡A 
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Demonstração — Suponhamos que а um certo valor de x cor- Exemplo—1. A equação 
responde um certo valor da função implícita y. Logo, apoio 


F(z, y=0. 


Atribuamos à variável independente x um crescimento Ax, A fun- 
ção y recebe, então, um crescimento ay, por outras palavras, ao valor 
X + Ах da variável independente corresponde o valor y + ay da função. 
Em virtude da equação F(x, y) = 0, temos: 

Fiz Az, y +A) =0. 

Por conseguinte, 

F(z-k Az, y + А) Еб y) =O. 

O primeiro membro desta igualdade representa o crescimento 
total da função de duas variáveis. Em virtude da fórmula (5), $ 7, 
pode-se pô-lo sob a forma: 

or 


Fire An ye Aj) — FG = SE ar + DE Ay Sr 


em que yı e y, tendem para zero quando ах e Ay tendem para zero. 
Sendo o primeiro membro desta última igualdade igual a zero, pode-se 
escrever 

Mae P ay py + Му = 0. 

ог А + ду 


Dividamos esta igualdade por ах e calculemos a a 


Façamos tender ax para zero. Temos, então, no limite, vito 
que y, e ya tendem igualmente para zero e que p +0: 


(0 


Assim, demonstramos a existência da derivada y's duma função 
implicita e obtivemos uma fórmula adequada para o cálculo desta 
derivada. 


define, implícitamente, y em função de x. Neste caso 


D 


Plana, (=; 2: 


Por conseguinte, em virtude da fórmula (1), 


DuC 
a wy 
Notemos que esta equação define duas funções implícitas diferentes 
(visto que, a cada valor de x tomado mo intervalo ( 1, 1), correspondem 
dois valores de y), mas que o valor encontrado da derivada y, é válida 
para ambas. 
Ехетріо — 2. Seja а equação 
Aqui F(z, y) e 
Por conseguinte, obiém-se em virtude da fórmula (1): 
d "E 
RE TR 
Consideremos, agora, uma equação da forma 
F(z, =). (8 


Se a cada par de valores x e y, tomados num certo domínio, 
correspondem um ou vários valores de z que satisfaçam à equação (2). 
esta equação define, implicitamente, uma ou várias funções univocas 
z de x e y. D 

Por exemplo, equação 

4++г—т=0 


define, implicitamente, duas funções continuas z de x e y que se 
pode exprimir explicitamente resolvendo a equação em relação а zi 
obtemos, então, 


a VIP — 
Calculemos as derivadas parciais 
z de x e y definida pela equação (2). 


jy da função implicita 


e. — ———— ع‎ 
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Para calcular S2,. supomos y constante, Eis porque podemos 
utilizar a fórmula (1), considerando z como uma função da variável 
independente x. Logo, 
дЕ 
E 
JE 
д: 


or 
ду 

or 
p 


supondo - #0, 
Definem-se e calculam-se, da mesma maneira, as. funções impli- 
citas dum número qualquer de variáveis c suas derivadas parciais, 


Exemplo — 3. ED 


E 
dy Ta" 


афиф 
а de 
ETT 

Ter-se-ia obtido o mesmo resultado derivando a função explícita como 
se a tiveme resolvido em relação а é 


жч, edad. 
Aqui Penate 
DE ne PE D 
жтт к^з uoces 
а _ шу Ж% а 


Жегі Wy 3 
$ 12. Derivadas parciais de diferentes ordens 
Seja zs y) 


uma função de duas variáveis independentes. 
As derivadas parciais = dalz, yje 5 за 

o são, em regra, funções de x e de y. Eis porque podemos calcular 
Sio ias derivadas” pardais, Por conseguinte, as derivadas parciais de 


(es y) desta fun- 


segunda ordem duma função de duas variáveis são em número de 
quatro, visto que cada fundo 02 е E pode ser derivada em 
relação a x e em relação a y. 

Designam-se, pelas notações seguintes, as derivadas parciais de 
segunda ordem: 

E 


D = fus (т, y); deriva-se, sucessivamente, a função f duas vezes 


wr 
em relação a x; 
LM" NEM М 
Gea Fi (es 0: derive, em primeiro lugar, f em relação a x, 


depois o resultado em relação a y: 
Dr = fix (2, y); deriva-se, em primeiro lugar, f em relação a y. 
depois o resultado em relação a x; 


El = fiu (x, y); deriva-se, sucessivamente, а função f duas vezes 


0 
em relação a y. 
Pode-se em seguida derivar, de novo, us derivadas parciais de 
segunda ordem em relação a x ou a y, Obtém-se, então, as derivadas 
de terceira ordem, que são em número de oito: 


DM e A 
02" asy dxdyór' drop" 
Ps ч_ дї 


дуд?! дудғду opor! ap” 

Duma maneira geral, chama-se derivada parcial da ordem п à 
derivada primeira da derivada de ordem (n— 1) 

Por exemplo, pao é uma derivada de ordem п; derivamos, 
neste caso, primeiramente p vezes z em relação a x e em seguida n — p 
vezes em relação а у. 

Definem-se, da mesma maneira, as derivadas par 
superior para funções dum número qualquer de variáveis. 

Exemplo—1. Calcular as derivadas parciais de segunda ordem da função 

Has 20и. 
Resolução — Obtemos, sucesivamente: 
el qua. Ж 


de ordem 


Жз: афа 
AP usu e SE d 
x eos pm = 
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Exemplo—2. Calcular буу. е 


D 


ta á 
метро — 3: Calcular m— 

Exemple Мей TI 

Resolução. 

agar E Digi 
(my e слу er 


Uma questão se рде. O resultado da derivação duma função 
las variáveis depende da ordem pela qual se efectuem as derivadas 
sucessivas em relação às diferentes variáveis independentes; por outras 
palavras, as derivadas 


Y, A 
Troy ^ дудт 
ou 
^ eo 
Prin. у, t) Sfi uu 
de dy dt ddr ду 
serão idênticas? А 
A resposta a esta pergunta énos dada pelo teorema seguinte. 


Teorema — Se a função 2 (x, y) e as suas derivadas parciais 
Pz Ly Pay е "у, são definidas e continuas no ponto М (х, у) € 
mà vizinhança deste ponto então, neste ponto, 


spo | 
drdy дуду 


Demonstração — Consideremos a expressão: 
А Az, y + АЙ —/(2+ Ar, 01 
Ш M) — fs 9. 
Introduzamos a função auxiliar ғ (х), definida pela igualdade 
р) о y+ Ай — fs Y. 
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Pode-se, então, pôr A sob a forma: 
A=4 (r + Ar) — 9G. 


Sendo fs, por hipótese, definida na vizinhança do ponto (х, y) 
a função ¢ (x) € derivável sobre o segmento [x, x + Ax]; mas, então, 
aplicando о teorema de Lagrange, tem-se: 


A= Aze (2), 


em que 7 está compreendido entre x e x + Ax. 
Mas 


VOSKE uF A) — f | 


Por outro lado, /”гу é definida na vizinhança do ponto (x, 
por conseguinte, f's é derivável sobre o segmento [y, y + Ay] e 
cando o teorema de Lagrange a esta diferença (relativamente à variá- 
vel y), tem-se; 


LG y + М) — Gs a) = Aula 0 


em que jj está compreendido entre y e y + ay. 
Obtemos, então, a expressio seguinte para А 


A = АА, Y): 10) 
Mudando a ordem dos termos, ter-se-á 
A [Ier Az, y + АЙ — fx, y + АИ] 
(e+ А, y) — fers 0] 
Introduzamos a função auxiliar 
v )— f An ) — 10 9» 


A = (y + Ay — YN. 
Aplicando de novo o teorema de Lagrange, tem-se: 
" Ac Аи), 
em que y está compreendido entre y e y + Ay. 

Mas voe y М ^ 

v ü) — f + Az, — fis 9) 
Aplicando uma vez mais o teorema de Lagrange, obtém-se: 
file + М, 0 fle, D= М @, De 


em que 2 está compreendido entre x e x + Ax. 
Então, A pode ser posto sob a forma 


A= Ay Sale, 


então, 


MM» 


302 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Os primeiros membros das igualdade (1) e (2) são iguais а A, 
por conseguinte, os segundos membros são iguais entre si; por outras 
palavras, куз pe 
Az Ayip E, D= By Afia E, De 
donde == ат m 
-— п mfi D 
Passando uo limite nesta igualdade, quando ax0 e ay 0, 
tem-se: 

lim Ja, (2, D= lim fj, D 
{ ya 
As derivadas Jiu е fix sendo contínuas no ponto (x, y), tem-se: 
lim fy, Df 1) et Tm fo, D= fin 0 
20 e 


Temos, finalmente: 
fi Gr M) m fi rs Wr 
o que queramos demonstrar. " 
Resulta deste teorema que se as derivadas parciais суру 


Ó"| são contínuas, então, tem-se 
DE 


ûr ду 
Um teorema análogo é verdadeiro para as funções dum número 
qualquer de variáveis, 


EN iu 
Exemplo—4. Calculat буруу * E e 
ГЕ 


амат cer oon 


(os exemplos, 1 e 2, deste parágrafo). 
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$ 13. Superficies de nível 
=) um domínio D no qual é dada a função 
un y, 3). [2] 


Diz-se, neste caso, que no domínio D está definido um campo 
escalar, Se, por exemplo, u(x, y, =) designa a temperatura no ponto 
M (x, у, 2) diz-se que está definido um campo escalar de temperatura; 


Seja no espaço (x, 


u 


z 
o 
A 7 
n ^ 
y 
LS 
CR USA LES 
> 
E xs 


Fig, 175 Fig. 170 


se o domínio D está cheio de líquido ou de gás e se u (x, у, 2) designar 
a pressão, está-se em presença dum campo escalar de pressão, etc, 

Consideremos o ponto do dominio D em que a função и (я, у, 2) 
possui um valor constante e: 


o 
O conjunto destes pontos constitui uma certa superfície, Se se 


toma um outro valor de c, obtém-se uma outra superfície. Estas 
superfícies são chamudas superfícies de nível, 


unn) 


Exemplo 1. Seja dado o campo escalar 

ii. gn 

Eus и 
As superficies de nivel serlo, aqui, 

E 

ERE 

мә é, elipsóides de semieisos 2/5, 3 VE, 4 V. 
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Se a função u depende de duas variáveis x e y: 
шаи (т, y» 


as «superfícies» de nível serão linhas no plano Оху: 
© e 


ибх, y) 


que se chamam linhas de nivel = 
Se conduzirmos os valores de и sobre о cixo Oz: 


ula, Y 


as linhas de nivel no plano Oxy serão as projecções das linhas for- 
madas pela intersecção da superfície z=u(x, у) сот os planos 
z=e (fig. 175). Conhecendo as linhas de nível” pode-se facilmente 
estudar a natureza da superfície z = u(x, y) 


Exemplo 2. Determinar as linhas de nivel da função £= 1 = xû — pt 
As linhas de nivel serão as linhas de equações | — x1 — yt = c, São circulos 
(fip. 176) de raio Vi — e, Em particular, quando c 0, obtemos o circulo 
алем 


$ M. Derivada segundo uma dada direcção 


Consideremos no domínio D uma função и (x, y, z) e um ponto 
M (x, y, 2). Tracemos do ponto M о vector $ cujos cossenos directores 
são cosa, cos f, cosy (fig. 177) 
Consideremos sobre o vector S 
a uma distância às da sua or 
gem o ponto M, (x + Ax, y + Ay, 
z+ az). Assim, 


As VA? p AV + AF. 


Suporemos que a função 
ибх, y. z) é contínua e possui 
derivadas continuas em relação 
ү às variáveis independentes по 

жо domínio D. 

Do mesmo modo que o fizemos no $ 7, representemos o cres- 

cimento total da função da maneira seguinte: 


amara ay E Aa Fe dre Ауда (0 
дї ûy д2 
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em que t, Es, е & tendem para zero quando 4s >0, Dividamos 
todos os termos da igualdade (1) por as: 


м du dr ди Ay ди dz, Az Ау de 
MO ax As Oy As d Ак Thr tel A 
É evidente. que: 
Ar м Az 
و کد‎ M cgo Аю 
As apt SEC UNE 
Por conseguinte, a igualdade (2) pole ser posta spb a forma 
Au Qu du du 
Mona + D eos + LL cos 
M ûr E gg E 
p tu cosa +e, cosp + rs cos y. в) 


O limite do quociente. M quando “as =» 0: chamase -derivada da 


Junção u = u (x, у, z) по ponto tx, y, 2) segundo a direcção do vector 
Х.е notado por P^ , isto é, 
Os 


LR, ш 
amo ds Ue 


Assim, passando ao limite na igualdade (3), obtemos: 
du би du ди 
"DLL coxa y P cos B + cos y, 5 
po ge Т Гоу EHE nt 9 
Resulta da fórmula (5) que, conhecendo as derivadas parciais, 
se pode determinar facilmente a derivada, segundo uma direcção qual- 
quer S. As derivadas parciais apenas são um caso particular da 


2 cos 0+ P cos 
ûr ûr ay 


Exemplo — Seja dada а função 
uoi bte 
Achar a derivada SE no ponto МИ, 1, D: 


a) m direção do etter Syd stes 
D m deee de ишш Shat RC ома 


ی کے An‏ 
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“Resolução — а) Acham-se os cossenos directores do vector $y: 
M 
“vero ya" 


Por conseguinte, 


de du 2 
aya 
As derivadas parciais no ponto МИ, 1, D) serão 


DET 


Assim, 
ou 


Н : 
CEN 
tri? 


bì Calculemos os cossenos directores do vector S; 


Por conseguinte, 
igi 


2 t 2.5. 
a PANA 


Notemos que, 2 уЗ > 


ym e 1o 


$ 15. Gradiente 


Em cada ponto do dominio D onde 

é dada uma certa função и =u (x, у, 2) 

fie, 178 definamos um vector, cujas projecções 

ы sobre os eixos das coordenadas são os 

du du ди dessa função no ponto 
det dy! OF s 


valores das derivadas parciais 
correspondente; 

du 
a 


m 


ч) 


ди 
me 
grad u tat 


ûr 

Este vector chama-se gradiente da função и (x, y. z). Diz-se, então, 
que no dominio D está definido o campo vectorial dos gradientes. 
Demonsiremos o teorema seguinte, estabelecendo а ligação entre о 
gradiente e à derivada segundo uma dada 


Teorema — Seja dado um campo escalar u = u (x, y. 2) е neste 
campo escalar o campo dos gradientes 


би, ди, ди 
grad ue ap © ر‎ 
aa 


Fig. 179 Fig. 180 


Demonstração — Consideremos o vector unitário 8°, correspondente 
ao vector 8: 


8° = (cosa + J cos -+ К cos y. 
Calculemos o produto escalar dos vectores grad и e 5%; 
[7] 


a du ди ди 
rad u: 8° = Č cos а - © cosp + Y cos 
gi P t3 + ga M 


A expressão do segundo membro desta igualdade é a derivada 
da função u(x, y, 2), segundo a direcção $, Por conseguinte, podemos 
escrever. 


grada. m Y 
7 


Designando por е o ângulo compreendido entre os vectores grad u 
e S? (fig. 179) podemos escrever: 


du 
due. =. 3) 
| grad u | cos F3 Ё 
ou 
du 
w gradu E, 4) 
Bii ridus (4) 


O teorema está demonstrado. 

O teorema que demonstramos estabelece uma ligação concreta 
entre o gradiente da derivada segundo uma dada direcção. Construamos 
no ponto М(х, y, 2) o vector grad и (fig. 180). Construamos a esfera 


EXT uu a = 
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para a qual grad u é o diâmetro. Do ponto M tracemos о vector У. 
Designemos o ponto de intersecção do vector S com a superficie 
da leca por P. É, então, evidente que MP = |grad u|cosp, se y 
for o Angulo compreendido entre as direcções do gradiente e o seg- 
mento MP (se. "E isto 6 Mp =D, 

E evidente que quando se inverte a direcção do vector S, a 
derivada muda de sinal, logo, o seu valor absoluto não é modificado. 

Estabeleçamos certas propriedades do gradiente, 

1) A derivada num dado ponto segundo a direcção do vector 8 
admite um valor máximo quando a direcção do vector S coincide 
Сот a do gradiente; este valor máximo da derivada é igual a grad ч. 

Esta proposição resulta imediatamente da igualdade (3): o valor 


máximo % será para у = 0 е neste caso 
du 
2 — [gradu]. 
o menda 


2) A derivada, segundo a direcção do vector tangente, à superfície 
de nivel é nula. 

Esta afirmação resulta du fórmula (3). 

Com efeito, neste caso, 


x 
=}, cO 


Ju grodu | соз 


às 
Exemplo— 1. Seja dada a função 
umi en 
a) Determinar o gradiente no ponto Ml, 1, D. A expressão do gri- 
ете desta função num ponto arbitrário será 
grad u = 244 + 2J + Dak. 


Por conseguinte, 
(grad шм = 24 + 24 + 2k, | grad u ly = 2V3. 


b) Determinemos a derivada da função u no ponto Ml, 1, 1) na 
direcção do gradiente, Os cossenos directores do gradiente serão 


cosa = : E 


vapaa yit 
zs i 
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Por conseguinte, 


isto é, 


Nota — Se a função u = u (x, у) é uma {шй iávei 
„м (x, y) é uma função de duas variáveis, 


du, ou 
du = CU gp 04 
gradu. Eta 


está situado no plano Oxy. Demonstremos que o grad м está orientadi 
perpendicularmente à linha de nível u(x. ¥} = c, situada no pes (d 


Fig. 181 Fig. 182 Fig. 183 
e passando pelo ponto correspondente, Com efeito, o coeficiente angu- 
lar k, da tangente à linha de nivel u(x, y) = ¢ será igual a k, = — Y 


у 
+. E ovi 


O coeficiente angular A. do gradiente é igual a А, 
ш 


dente que kk, = — 1 
Isto demonstra a exactidão da nossa afirmação (fig. 181). E 

beleceremos uma propriedade análoga d i DANS 

pgs na o ee е 


2 


Exemplo 
по ponto M (3, 4) 
Resolução — Aqui, 


Determinar o gradiente da função u=7 (fig 182). 


de Sly ws" 
Por conseguinte, к 
grad u= у. 


A equação da linha de nível (fig. 183), que passa pelo ponto dado, será 
2 


= и 
PATA 
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$ 16. Fórmula de Taylor para uma função de duas variáveis 
Seja 
2=/(2, y) 


nção de duas variáveis, contínua, bem como as suas derivadas 
parciais de ordem (п + 1) inclusive, numa certa vizinhança do ponto 
М (а, b). Pode-se, então, representar (do mesmo modo que по caso 
duma função duma só variável independente, yer $ 6, Cap. IV), esta 
função de duas variáveis como sendo “a Sema dum polinómio de 
grau n segundo as” potências inteiras de (x — a) è (y — P) e de um 
resto. Vamos demonstrar que para п = 2 esta fórmula é da forma 


y Ha m А, + D(z — a) + E (y — b)+ 
жр (~a 280—0) (y= (0—0 В, (1) 


em que os coeficientes A», D, E, A, B, С não dependem de x e y e 
о resto А, tem uma estrutura análoga à do resto da fórmula de 
Taylor para uma função duma só variável 

Apliquemos a fórmula de Taylor à função f(x, y) considerada 
como função duma só variável y, sendo x considerado constante 
(limitemo-nos aos termos da segunda ordem). 


He y) s 0) I fs t + 


1 
UP p Ba 
Ate o t U а, пу, e 
em que m=b+0,(y—b), 0 < 0, < 1 
Desenvolvamos as funções f (z, Б), fy (т, b), fy, (т, b)segundo 


as potências inteiras de (x — a) pela fórmula de Taylor, limitando-nos 
às derivadas mistas da terceira ordem inclusivé: 


Ie =e, 0) 4 5f, + 


ay 


Fla, b)+ 


e—a 
HESS ftu в. ® 
я =z 8. r—a, 0-01; 
fe =, + 
а a в, [7 


1 
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em que 
E=r+0 (24) 0-0,—1; 
Ж Dm fias 0) 4 iss э, [7] 
em que 


E=x+0 (2d), 0-0 «c1. 
Substituindo as expressões (3), (4), (5) na fórmula (2), temos: 


(e 
Ha, y=/(a, 0) 1 s (a. ao E la, b) + 
a 
A fish + [re DES 


поба, E ты »]- 


TM DE 


Restabelecendo a ordem da escrita indicada na fórmula (1), temos: 
He = fa, DH B+ — 0+ 
edle afin, D) 4-26 — o) y а, 0 


+ Digo, D) dr Pf 04 


S — Y — b) fas (Bar 0) HI (e — a) y — DJ fais (bs. 0) + 
+@— 9 fiiy ta, тй]. (6) 


Esta expressão constitui precisamente a fórmula de Taylor para 
n=2. A expressão 


Ld E —ay f (i 0) + 306 — а) (y — b) fi, (En b) + 


+ 3z — a) (y — B far, (Eos D) + (y — OP figs (а, ЧЇ, 


diii 


EH CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


FUNÇÕES DE VARIAS VARIAVEIS EH 


é chamada resto. Façamos, em seguida, x 
ap = Vida + (AVY 
Transformemos Rs: 
1 [A кем 


ch. 5) 37 
agli (bs OAT 


Dado que | Az | < Ар, | Ay |< Ap e que por hipótese, as 
derivadas de ordem trés são limitadas, então, o coeficiente de ар? 
é limitado no dominio considerado; designemo-lo por ew 

Pode-se, então, escreve 


В, = Ap", 


A fórmula de Taylor (6), para o caso п = 2, pode, então, ser 
posta sob a forma 


JG jm ds 0 + Азу; (a, 1) + Ayh (a, b) + 
[Az (а, b) + 2 Ax Ау, (a, b) + 


1 


m 


+ Arf, (a, DJ] + а, Др", (6) 


Para qualquer m, a fórmula de Taylor exprimede sob uma 
forma análoga. 


$ 17. Máximo e mínimo duma função de várias variáveis 
Definição —-1. Diz-se que a função 2= f(x, y) admite um 
máximo no ponto Mo (x. у), (isto é quando x = x, e у= y), se 


ШЕ W) =>, y) 


para todos os pontos (x, y) suficientemente vizinhos do ponto (л, уд, 
mas diferentes deste ponto. 


Definição — 2. Diz-se que a função z=] (x, y) tem um mínimo 
no ponto M, (x, у), se 
Ho u) «Hen, Y) 
para todos os pontos (x, у) suficientemente vizinhos do ponto (xs Yo), 
mas diferente deste ponto. 


conga Ao. máximo е ao minimo doma função chamam-se extremos dessa 
unção; por outras palavras, diz-se que uma função admite um extremo 
num dado ponto, se ela tem nesse ponto um máximo ou um mínimo. 
Exemplo—1. A função 
= (14 (y 291 
admite um mínimo para к=}, у= 2, isto ё, no ponta (1, 2). Com efeito, 


fü, 27 —l е сото (= IJ e são sem 

о omo (x — D е (y 28 são sempre positivos para х9 1, 
Е ty 2 

pa eH y>, 


fe po HUS 2). 
Мае, ma figura 184, a significação geométrica deste resultado, 


а чта шуй -1 


Pig. 184 


Exemplo—2. A fungo 
1 


set sen (21413) 


admite um máximo ma origem das coordenadas (i 
com de Ra rmi pa te i 1 


Ie. 


Escolhamos no interior do círculo 1! +. ya q Um ponto (x. у), diferente 

do pomo (0, Oi entio, para Û z2 yê <, 
e deste modo кыбы 
1 
fea omen <}, 


ino 6 e 
He n 1 0 0). ИСЕ 
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Pode-se, igualmente, formular como se segue as definições do 
máximo e do mínimo. 
Fagamosz = ту + Ar; y = yo + Ay então, 


He i) — fo o) = 
= f(z Az, yot AJ) — fro o) = M 


1) Se af <0 para todos os crescimentos suficientemente peque- 
mos das variáveis independentes, a função f(x, y) admite um máximo 
по ponto M (xo, ¥) 

2) Se af > 0 para todos os crescimentos suficientemente peque- 
nos das variáveis independentes, a função f(x, у) admite um mínimo 
no ponto M (хь, Jo). o 

Estas definições são igualmente válidas para uma função dum 
número qualquer de variáveis, 


Teorema = 1. (Condições necessárias para a existência dum 
extremo). Se a função z = f(x, y) admite um extremo para os valores 
X е y = Yu então, сайа derivada par- 
cial de primeira ordem de 2 unulasse para 
esses valores das variáveis independentes 
ou não existe. 

Com efeito, fixemos o valor de y, 
y= у. А função f(x, y.) será, então, uma 
função duma só variável x. Esta função 
admite, por hipótese, um extremo (máximo 
ou mínimo) no ponto x = х, por con- 


anula-se ou não existe neste ponto. Demonstra-se, 


= [02 en 
do mesmo modo, que (35) e anula ou nào existe neste ponto. 


seguinte, 


vcn 

Este teorema não dá uma contlição suficiente para a existência 
dum extremo. Contudo, se estamos certos da existéncia dos extremos, 
ele permite determinar os seus valores. No caso contrário, é preciso 
fazer um estudo mais detalhado. 


E 


Por exemplo, as derivadas 


охе = ay da função zm p — yt 
= жер = — 2y da ao zm pt y 


СЗ 
anolamse, para x = 0; = 0. Mas esta função não tem nem máximo nem mínimo 
para estes valores, Com efeito, ela anula-se na origem das coordenadas, mas 
loma, na Vizinhança imediata deste ponto, tanto valores positivos como valores 
negativos. O valor zero, não €, por conseguinte, um extremo (fig. 186) 
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Os pontos em que 92 =0 (ou não existe) e а =0 (ou não 
il у 


existe) chamam-se pontos críticos da função z = f(x. y). Resulta do 
teorema 1 que uma função não pode ter extremo a não ser num 
ponto crítico, 

Para fazer o estudo duma função nos pontos críticos estabele- 
gamos as condições: suficientes do extremo dumg função de duas 


Teorema — 2. Seja f(x. y) uma função definida пит dominio 
que contém о рото M, (Xo, ya) e cujas derivadas parciais são contínuas 
até à terceira ordem inclusivé: suponhamos, além disso, que о ponto 
М, (ха, yo) seja um ponto critico da função f(x, y), isto é, 

fe o Hen wd o, 
ar И ûy 

Então, para X = X« y = yv 

1) f(x, y) tem um máximo, se 

10% (20, и) Ps e) ( f (ro. vo) Je 
de a dry 


e PEG I) 


<0; 


2) f(x, у) tem um minimo, se 


PI Gs), Plz se ( #|( 10) je e Pilo M) =, 
0 pr" p 


as a 
3) f(x, y) nào tem nem máximo nem minimo, se 


Pilen m) Pies (Oo y Y 
[ 7 el T <: 


дуду 


-( f o, Hye. 
дг ду E 

pode ou não existir extremo (neste caso, o estudo deve ser mais 
detalhado) 

Demonstração — Escrevamos a fórmula de Taylor para a função 

f(x, y), limitando-se às derivadas de segunda ordem [fórmula (6). 

$ 16). Façamos 

a 


m. Берн 220 Ат, y=Y Ay: 
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Temos, então: Es йй 
ûf (Ton V No уо). 
T SR ji Adm ao А 


1 [ fs. 10 P V). дад 
Lo rx ue M 


` p PEG 00) дуз Ар)", 
+ » эё] + 


em que òp = VAF Ay, e в tende para zero, quando Ap-»0. 
Por hipótese 
af и) o, o, 
dr ay 
Por conseguinte, 


é EA 21 | (Ао 0 
BE ج ری‎ L neay АР O 


C, os valores tomados no 


" A 
Designemos, respectivamente por ra e 


ponto Mo (xo yu) pelas derivadas parei 
SL) „йт GE ) =в; (2) -6 
GE c ^ dx dy) mo DIA 


M, em 
i or ¢ o ângulo formado pelo segmento M,M, em 
que 1 e ponto de coordenadas M (xo + ax, Ya + Ay), e о eixo Ox 


então, Ar=Apcosp;  Ay=Apseaq. 


Substituindo estas expressões na fórmula (1), temos: 
[A cos! p + 2B cos q sen q + C sen" q + 200 Ар). 


Suponhamos que А #0. 
Mültipliquemos e dividamos p 

temos: й 
Af g x 


юг A a expressão entre paréntesis; 


(Acosg + Bien ij + (AC Pee | 2o, p): o 
A 


Consideremos, separadamente, os quatro casos possíveis. 


1) Seja AC — B* > Û, А < 0. ето, então, no numerador da 
fracção a soma de duas quantidades não negativas. Elas nào se апшат 
A 


ao mesmo tempo, visto que а primeira se anula para pg = — р 


а segunda para senp = 0. 
Se A<0, a fracção é igual а um número negativo, não nulo, 
Designemo-lo por — m'; então, 


A= 


(Ap [— т? + 2%, Ap], 


em que т nào depende de Ap, «Ар — O, para Ap — 0. 
Por conseguinte, para зр, suficientemente pequeno, ter-se 


4<0 


Sirat Az, Yo + AY) — f (to и) <0. 


Mas então, para todos os pontos (x, + ах, уг + Ay) suficiento» 
mente vizinhos do ponto (x, yo) terá lugar a desigualdade 


fro + Ах, to + Ay) <f Gro Yo), 


о que quer dizer que no ponto (x, y) а função f(x, y) admite um 
máximo. 


2 


AC — Bt > 0, A > 0. Obtém-se, raciocinando da mesma 


manei 


M= y (Ap) Lm + 254 Ao] 
ou 
xo Az, yo + Ay) >I (2 Vol, 


isto é, que a função f(x, y) admite um mínimo no ponto (xs y) 

3) Seja AC — B* 0, A>0. Neste caso, a função não tem 
nem máximo nem mínimo, A função cresce, quando se afasta do 
ponto (xo ya), segundo certas direcções, e decresce, segundo outras 
direcções. Com efeito, se se desloca ao longo do raio ¢ = 0, tem-se: 


м= OP LA + 20] >0: 
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a função cresce quando se desloca ao longo deste raio. Se se desloca 


ad longo do raio y = p (onde tggo= — aee quando 4 > 0: 
As Я 
= an [te sento + ыле] <о; 


A função decresce quando se desloca ао longo deste raio. 
уу Seja AC — B: < 0, A < 0. A junção não admite, neste caso, 
mem máximo. nem minimo, 
O estudo detalhado é feito da mesma maneira que no сазо 3 
3") Seja AC — В < 0, 'A = 0. 
Então, В 520 e pode-se escrever а igualdade (2) sob a forma: 


Af = (Sp Dn o (2B cos q + C sen q) + 200 Ао}. 


Quando y é suficientemente pequeno, a expressão entre paréntesis 
conserva o scu sinal, visto que ela é vizinha de 28, logo о factor 
Wem muda de simil conforme e é maior ou menor que zero (depois 
de ter escolhido p>0 е ¢ <O, podese tomar р suficientemente 
pequeno para que Zes não influa no sinal da expressão entre parón. 
КЫ, Рог conseguinte, neste caso, Igualmente Aj muda о seu sinal 
pura diferentes y, isto é, para diferentes Ax ¢ ay. Logo, a função não 
apresenta nem máximo nem mínimo neste ponto. 

Pode-se, entio, qualquer que seja o Sinal de A, enunciar a 
preposição seguinte: 

Sê AC — B' < 0 no ponto (xo у), a função não admite extremo 
neste ponto, A superficie que representa gráficamente esta função 
pode, então, por exemplo, ter na vizinhança deste ponto a forma 
e uma зеш (ver mais acima, fig. 186). Diz-se, em casos semelhantes, 
que а função tem um mínimo neste ponto 

4) Seja AC — B* J. Neste caso, as fórmulas (2) e (3) não 
mos dão nenhuma indicação: sobre o sinal de Af. Por exemplo, se 
A #0, tem-se: 


mot app (Em созу Pens) +з] 


para ЕСЕЈ о sinal de А/ é determinado pelo sinal de 
2a Deve-se, emo, empreender um estudo especial (por exemplo. 
tomado da fórmula de Taylor, um número mais elevado de termos, 
бш рог um outro processo). Demonstrámos, assim, inteiramente o 
teorema 2. 
Esemplo—3. Estudar os máximos e mínimos de função 
к= аб зуф + e — Dy de 
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Resolução — 1. Determinemos os pontos «сок 
2 P 
ge epu or 
Resolvendo o sistema de equações 
203-0, | 
Ene —#+ш-2=0,) 


2. Calculemos os valores das derivadas parciais de segunda ardem, no 


rin 
gie eme (= +] oca ski do, ja dn 


EN 
D 


Et 
TnT 
1022 (apa 


4 


Por conseguinte, по ponto (4; £) a f 
1 i, L) a função tem um mínimo que 
é igual a E ) E 


Exemplo—4. Estudar оз máximos e mínimos da função 


12 Pda, 
pua 
Es 


iens б е 

ЖӨ E 

МЕ dd 

^ 
maT > aa 
Estudemos a natureza do primeiro ponto critico: 
E 

1) 6: а) a 

зу 
- a 

Ww –В22=36—9.--27>0; ADO 


Por conseguinte, a função admite um p 
аы sados comemos а fundo admita em mínimo no pono (i, 1 9 valor, 
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4, Estudemos a natureza do segundo ponto crítico Mg (0, 0): 
A=0; B==3; C= 

ас—-в=—%<0. 

ко nio é nem um mínimo 


Por comegtime, o segundo pono ctii 
sem Um minum (mania, 
Determinar is números positivo», cul soma é igual а 
um numera pose d е cujo produto é máximo, 
Resolução — Desgnemos, respectivamente, estes três múmeros por % >, € 
7 6 кы produto à, endo, igual à 
ues xi lei as К 
y Waite, 40, 920, aa yO, Мо 6 туса uo 
e e an valores pertencentes so dominio limitado pelas 
н уай rrt 
e os as derivadas” parcias da função w: 
S er atii 


Exemplo — 


LR 
y derivadas a zero, obtém-se o sistema de equações 
уш—2е—й=0: z(y). 
Resolvendo este sistema, obtém-se os pontos ricos 
2-0 м=0 м0, 0: 

yama, М0, mi 
ПЕТ Ms 0); 

мз.) 
dos sobre а fronteira е о último 


iva mo interior do domínio e 
função u admite um máximo 


Igualando estas 


es Ж 


Os tis primeiros. pontos estão sit 
so inler do "dominio, A função и é pos 
шне Чом a from] por somepunts, а 


no ponto ($, i) € o único extremo по Imerior do triângulo). O valor 
máximo do produto é pois: 
nw. 
"шах —%)=9- 
s. condições. 


demos a natureza dos pontos ficos (senindosqos 
o Beda dum extremo), Calculemos ss derivadas parciais de 


Segunda ordem da função ш: 


La 


at 
¡on 


Por conseguinte, no ponto M, não há nem máximo nem mínimo, No 


эш оц бш 
ponto М, (0, à), lemos А = aj = —2ш Bugre —о: Cogg = 
лс —а<0. 


Por conseguinte, no ponto M; nio há nem máximo nem mínimo. No 
ponto M (a, O), temos Я =0; B= u: C == a; 


ac—s 
No ponto M; não há, igualmente, nem máximo nem mínimo, Temos no 


ponto M,( 


—e <0, 


ya 


T 


ас 


— 0: А<0 
Por conseguinte, a função admite um máximo mo ponto M, 


Nota — A teoria dos máximos e dos mínimos das funções de 
várias variáveis está ma base dum método para obter as fórmulas 
que permitem representar as dependências funcionais segundo os dados 
experimentais, Esta questão «Estabelecimento duma dependência fun- 
cional a partir dos dados experimentais pelo método dos mínimos 
quadrados» está exposta no Anexo, no fim do 1 volume, 


$ 18, Máximos e mínimos das funções de várias variáveis 
submetidas a certus condições (máximos e minimos ligados) 


Muitas vezes o problema da determinação dos maiores e dos 
mencres valores duma função resume-se ma procura dos máximos 
e dos mínimos duma função de várias variáveis que não são indepen- 
dentes, mas ligadas entre si por certas condições suplementares (por 
exemplo, sujeitos a verificar certas equações). 

Consideremos, por exemplo, o seguinte problema. Pede-se para 
fabricar uma caixa paralelipipédica de volume máximo com uma folha 
de chapa metálica de superfície 2a. 

Designemos, respectivamente, o comprimento, a largura e a 
altura da caixa por x, у, т. O problema resume-se, por conseguinte, 
na procura do máximo da função 


v= zyz; 


em que x, y, z verificam a condição 2xy + 2х2 + 2yz = 2a, 
Estamos, pois, em presença do problema da procura dos exire 
mos ligados(*): as variáveis x, y, 2 estão ligadas pela relação 


1%) Por oposição ao extremo usual que se chama também extremo livre. 


a 


a  ———V — _ 
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аху + 2x2 4 292 = 2а. Vamos considerar neste parágrafo os métodos 
de resolução dos problemas deste género. 

Consideremos. primeiramente o problema de um extremo ligado 
duma função de duas variáveis quando elas não estão ligadas entre 
si a não ser por uma só condição. 

Seja calcular os máximos e os mínimos da função 


uin Y. (1 
em que x e y estão ligados pela equação 
pl =0. (2 


A condição (2) implica que só uma das variáveis x e y é inde 
pendente, por exemplo. x, pois y €, então, determinado а partir ба 
шай (2) como função de x. Se se resolve a equação (2) em 
latio ау, е se se substitui na igualdade (1) a expressão encontrada 
фага у, u será função duma só variável x e o problema será atom 
Pla Mio ao estudo do máximo e do mínimo duma função duma só 
variável independente x, 

Mas podesse resolver o problema posto sem que seja necessário 
resolver a equação (2) em relação а х ou a y. A derivada de и em 
Telação а x devesse anular para os valores de x onde a função И 
f susceptível de admitir um máximo ou um mínimo. 

Calculemos x а partir de (1), sabendo que y é uma função de х: 

т 


de ûr дуй 
Por conseguinte, nos pontos de extremo 


de ay dl d 


MAUA, (8 
qe dy de 

Obtém-se a igualdade (2): 
99 , 99 dI o, [7] 
ду ду dr 


Esta equação é satisfeita para todos os x e y que verificam а 
equação (2) (ver $ 11. Cap. УШ). 

Multipliquemos todos os termos da igualdade (4) por um coefi 
ciente indeterminado А e juntemo-los aos termos correspondentes da 
igualdade (3). Obtemos 


a 


- ruxcors De vamus vamus xx 
UA m (2 LAT, 
Сіна) ems e 


Esta igualdade tem lugar para todos os pontos h 
sm, eno! Кайши A de maneira que Tar os valores de 3 € y 
unção и apresenta i 
gre. go de apre m. ML. segundo paréntesis da 
EAN) 
La 
y ri 
Mas, então, para esté Г 
ы» EE иш valores de x e de y resulta da igual- 


т. 
дх м дт 
Assim, nos pontos do extremo as trés equações 
OEA o 
dr дг 
ûf др 6 
JL a 99 0, e 
dy * ду" 
o )=0 


а três incógnitas x, y, A são verificadas. A resolução de 
dá-nos as incógnitas x, y, е A que apenas [hose e нге 
auxiliar e de que já não teremos necessidade. 7 
claro que as equagóes (6) sáo as condi 
a existência dum extremo ligado, isto é, em vers ИЕ 
as equações (6) são verificadas. O recíproco não é verdadeiro porque 
1 lungis pode não ter extremo ligado para os valores correspondentes 
de x, y e A tirados das equações (6). É-se, pois levado a empreender 
wm estudo detalhado da natureza do ponto crítico. Resolvendo pro- 
blemas concretos, pode-se, por vezes, determinar a natureza do ponto 
кла pro carcer do, problema, Melemos que ав 
imeircs membros das equaço а i iais em 
o ا‎ 


F(z, у, =f (e, Y) Ар (8, Y. m 
WI iul sis pd ld 
$us 


e — M 
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Assim, para obter os valores de x e y que verificam a condi- 
ção (2) para os quais a função и = f(x, y) admite um máximo du 
do nio ligado, é preciso formar a função: auxiliar (7), igualar 
"yero as suas derivadas parciais em relação a x, у, A e determinar 
As incógnitas x, y (bem como o factor auxiliar A) das trés equações (6) 
Assim obtidas, Este método pode ser fácilmente generalizado à deter 
minação dos extremos ligados duma função dum número qualquer 
de variáveis. 

Seja determinar os máximos e os mínimos da função и = f (x, 
da ss e) de п variáveis Xu ль s An Sujeitos a verificar as m 


equações (т < n): 


mn dar 
Wa (ta Tas 


Pr (21, Zas 


(8) 


Para encontrar os valores de л, л, ...‚ X» susceptíveis de dar 
máximos ой mínimos ligados desta função, deve-se formar a função 


auxiliar 


Вто зы а Eno Aj co di) fte ee in) + 
Ep ns oom) e re oe m) be 
¿+ Din ri ns 


igualar a zero as suas derivadas parciais em relação à Xu 


pd IR‏ اک 


am дц n 


ot p 20 
A AA 
a ҮЗ 0) 


PANE ENDE. 
мА 
E TAN > 


dra 
é determinar m + n equações (8) € (9) Xu Xu + ха е as incógoilas 
Suxiliares Xn, а Am. Tal como para uma função de duas variáveis, 
à queso de saber se aos valores encontrados das variáveis cor 
responde verdadeiramente um máximo ou um mínimo da função ош 
Se сема última não admite extremo neste ponto fica sem resposta 
no caso geral. Esta questão será resolvida com o auxílio de consi 
derações particulares decorrentes de cada problema concreto 


Е FUNCOES DE VARIAS VARIAYSIS э 
Exemplo — 1. Voltemos so problema considerado no começo deste par 
grafo: achar o máximo da fuo AS yen SEU 
ВЕРА 
ve as variáveis vor өйө sujeitas a verificar а ао 
азаи a =0 (E >0 >0 a> 0h o 


Formemos a função auxiliar 

F (e, ps A) = med (у d nn и — a) 
Calculemos as suas derivadas parciais e igüalemodas a zero 
ku 
(r4) —0, | 
av (neo. 


Saya 


dí equação (103, obtemos А = — Substtuamos este valor de à na 


equação IN temos 


Visio que vo e z segundo a matura do problema, são diferen 
de zero, deduz-se destas equações, que e EEE 
de м de 


Fetal. Ste Een 


Das duas primeiras equações, obtemos 1 = у. da segunda е di terceira, 


v=¿ Mas, endo, resulta da equação (IL rey =z = 


3 
Obivemos, assim. o único sistema de valores das variáveis х, y € £ 
para os qua a função. é susseptivel de ter um máximo ou um mínimo. 
Pode-se demonstrar que este ponto é, precisamente, um ponto máximo. 


Isto resulta igualmente, de cenas considerações peoméiricas (endo as con: 
dies de rome шш, ы э volume da ea ão posa, ser iMinlamente 
ande; deve ser, por conseguinte, máximo рага certos valores das dimer м 
grande: de s ximo. para ceros valores das dimensões. 
O Volume da сайа é, pois, máximo quando ela tem a forma dum 


cubo de areata 
3 


ao, a EET — Determinar o valor máximo da ri fice n do presa 
los números x, 3o. o. Xm Зе а soma destes números for igual а um número 


س و و ففق A‏ 
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dado a: Podese, pois. pòr o problema da maneira seguinte: pedese para 


Gr o máxima du. funglo ce Y pores de cam VER. dus „ә 
forem sujetas э verificar a relação 
па cam aa 


[XE 


Formemos a função auxiliar 


Ele rece ан M) VR ne HA re eee cet m 


Calculemos as derivadas parciais 


0 ou иий 
ou шалга 
34 e] bu cuc: 


Ur 
Resulta destas Ultimas igualdades: 


e em virtude da equação (12), obtemos 


A natureza do problema dita-nos que neste ponto critico a função 


|) ож. En apresenta um máximo igual 


Por conseguinte, todo o sitema de números positivos (n qe 
мааа a redo d, a, s aa m, satisfaz a desigualdat 
DET t (13) 


(sendo £ o maior valor desta função ) Substituindo na desigualdade (19) 


а pela sua” expressão tirada da igualdade (12), obtém-se: 


Vra e st 


a 


— — — ааа, 
o pia tda jo Jo Ату СА 
кокулу Жїл ut 
MERE VETE 
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$ 19. Pontos singulares duma curva 


Emprega-se, igualmente, as derivadas parciais para о estudo das 
curvas, 
Seja 
F(z, )=0 
a equação duma curva. 
O valor do coeficiente angular da tangente à curva é dado pela 


fórmula or 
T 
дЕ 
D 
(ver $ 11, Cap. VIII). : 
Se pelo menos uma das derivadas parciais E o ZE não se 


D 
anula no ponto dado M (x, у) tomado sobre а curva, а quantidade ¿Y 
ou 5 é eno, bem determinada, А curva Р(х, y) 
pois, neste ponto, uma tangente bem determinada. Diz-se, então, em 
casos semelhantes. que M (x. y) é um ponto simples da curva 

Se pelo contrário o ponto M. (х. у) € tal, que: 


(a). mo « (8) о 
pre ду Dyer, 


tem, 


о coeficiente angular da tangente é indeterminado. 


Definição — Chama-se ponto singular duma curva F(x, y) = 0 
ао ponto M, (ха, ys), onde as derivadas parciais £ e z se апшат. 
Resulta da definição que os pontos singulares são definidos pelo sistema 
de equações 

DE ae. 
дт ду 


F 


É evidente, que todas as curvas não têm, necessáriamente, pontos 
singulares, Por exemplo, para a elipse 
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temos, evidentemente, 
E 


ae u 


F(z, y) a e 


r 


As derivadas ae e Ê não se anulam а não ser no ponto x = 0, 
dz 
у= 0, que não pertencem à elipse, Por conseguinte, a elipse não tem 
pontos singulares. 
Sem empreender um estudo detalhado do comportamento duma 
curva па vizinhança dos pontos. singulares, Jlimitar-nos-emos а con- 
siderar alguns exemplos de curvas que têm pontos singulares. 


Exemplo |, Estudar os pontos singulares da curva 
P—se—at-0 (>й. 

Resolução — No caso dado F (x, у) = yî = x(x a)! e, por consequi. 
ar а 
р (0—9) le); Мл 


Resolvendo o sistema das três equações: 


Faso ео, SE 


obtemos; 
mca gym. 


O ponta M, (a, 0)6, por conseguinte, um ponto singular. 

Esúdemos o comportamento da curva na vizinhança do ponto di 
$ comiruamos esta curva, 

Escrevamos esta equação sob a forma 

v=+(2—0) Ve 

Viae, desta fórmula, que a curva; 1) não é definida a não ser para 
x> 6; 2 d simétrica em relação ao emo Ox; 3) corta о eixo Ox nos pon: 
Tor O, 0) ета O) Este Што pono é um ponto singular 

"Consideremos. primeiramente, a parte da curva correspondente aos valores 


очок: к» 
E (a) V. 


Caleulemos as derivadas de y de primeira e da segunda ordem em 
relação а x 


v 


2Vz AVE 

Para x=0, temse y = ж. Por conseguinte, а curva é tangente ao 
eixo Oy ва origem das coordenadas. Para red. emi ye, y> 0. 
isto & que a função y apresenta um mínimo para х= f 


ws 


FUNÇÕES DE VARIAS VARIAVEIS 329 


Sobre o segmento 0<x<a, tem-se y < 0; para aga Y 20; quando 
кей, J 3 е. Para x= а, у = VT, isto é, о ramo da curva у= + (x — 
VF tem por tangente no ponto singular М, (а, 0) a recta 
=Vate-a, 

O segundo ramo da curva у = — (а — a) VF sendo simétrica da primei 

em relação ao eixo Ox, a curva tem, por comi inte, ui и ^ gets 

mo ponto singular, definida pela equação QUA TER ABRIR MENOS, 
y= Via) 

A curva passa duas vezes pelo ponto singular. Um ponto que apresenta 


uma tal particularidade chama но dupl E 
ынна se ponto duplo, A curva considerada está repre- 


y 


gtapeart 


Fig. 187 Fig, 188 


Exemplo — 2 


udar os pontos singulares da curva (parábola semicübica) 
P2=0 
Resolução — Determina-se as coordenar 
do sistema de equações 
pea за w=0, 


Dui resulta que o ponto Mg (O, 0) é um pono singular, 
Ponhamos a “equação considerada sob a dom о 


yi V5. 
Para conamir esta cuna procedemos da manda seguine: estudamos 

primeramente o ramo da cama, correspondem am Valois posos; © mo 

Corresponden зө Sinal menos não exige Um estudo particular, vito 

é simétrico do primeiro ramo em "мы зо eixo ды Su 


is dos pontos singulares a partir 


E س‎ 
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A função y apenas é definida para 4 > 0, ela é não negativa e cresce 


ys. 


ч 
'Caleulemos as derivadas primeira e segunda da função y 


/ = 0, Por conseguinte, o ramo considerado 
coordenadas a recta y =0. O segundo 
coordenadas e 


Comente” e estão, dispostas. simbtricamente dum e бошго lado desta tangenia, 
Vidt en singular desta espécie chama-se pomo de reversão de prime 
espécie (fig. 18 

Nota — Pode-se - considerar a curva y! = at =0 como um caso limite 
da curve ji x= ай 0 (considerado no exemplo 1), para 0=>0 isto 6 
quando o arco se contrai até ser reduzido a um só ponto, 

Exemplo — 3. Estudar a curva 

y-a 

Resolução — Determinam-se os pontos singulares a partir do sistema de 

equações: 


de y) 0; 20—28) = 0 
Exe dema tem uma solução única: r0 y=0 А origem dee 
adas €, por conseguinte, um ponto singular. 
onbamos a equação considerada sob a forma 
у= + Vit. 
Daf resulta que x é susceptivel de tomar todos os valores compreendidos 
entre бе +0. 
Calculemos as derivadas primeira e segunda: 
1 


5 
ws Va; =2 + 
by ven 


coord 


y 


Estudemos, separadamente, os ramos da curva que correspondem respec- 
tivamente ao simal mais e ao sinal menos do radical, Nos dois caso para 
o. y = 0. Por conseguinte, о eixo Ох é uma tangente para 


os dois ramos 
Consideremos, primeiramente, о ramo 
yit VE, 

Quando к cresce de O а 00, y cresce de 0 a ж. 

© segundo ramo 


‚-а-уз 
сопа o eixo Ох nos pontos (0, 0) € C, 0% 

A função у=ю— VE apresenta um máximo para х= Par 
кзэ +, y 

Or do ramos da curva рамат pela origem das coordenadas; elas 
жа шр Чиен. comum e estão. dispostas do mesmo lado da tangente 
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ma vizinhança do ponto de tangência. Um tal ponto chama-se ponto 


de reversão de segunda ei чар 
Se peter: да ога арн C ише а Mão rider td pit 


Exemplo—4. Estudar а curva 
geste. 
Resolução — A origem das coordenadas é um ponto singular, Para estudar 


а varia " 
1ай da curva па vizinhança desle ponto singular ponhamos a equação 


ys VIDA, 


A curva é simétrica em relação ac ixos das coordenac 
o eb d 
na equação da curva apenas entem potências” pares das vane €, por 


Fig. 489 


conseguinte, basta estudar a curva para os valores positivos de « 
regere inh eter УГЕ 
Caiculemos а derivada do ramo da curva cuja equação é 


иеа Via: 


Para х = 0, tem-se y = 0, у = 0. A curva i 
e e raria teie Lp rs 
Ponto (1. 0) а tangente à curva € paralele so eixo Оу. Alam dino, a Nacho 
admite um máximo para x= 1/72 (tig. 190). 


Na origem (no ponto singular) os dois ramos tangent 
singular) os dois ramos da 
Um ponto singular deste género chama-se ponto de Wen. i D 


Exemplo—5, Estudar a curva 
)و سر‎ 4) o 
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Resolução — Os pontos singulares sio determinados a parir do sistema 


de equações: 
иаа 000: 30 4020, W=0 


Este sistema admite para solução x=0, у =0, О ponto (0, 0) é por 
consegue, um ponto singular da curva. Ponhamos a equação da curva sob 


а forma 
=+ V35. 


É evidente que x pode tomar todos os valores compreendidos entre | e #06, 
bem como o valor zero (neste caso у = 0). 


wien) m 


Fig. 100 Fig. 40 


Estudemos o ramo da curva correspondente ao sinal mais do radical 
Quando x crese de | a со, y cresce de O а 00, A derivada de y é 


3—2 
ava 
Para xcd, teme y'=20, A tangente à curva no ponto (1, б) é pois, 


paralela ao eixo Oy. 
lb Segundo ramo da curva (correspondente ao sinal menos do radical) 
é simétrico ao primeiro em relação ао eixo Or. 
riso во радая do ponto (O, O) verificam a equação da curva, mas 
nenhum Guto pomo da ша vizinhança penencem à curva (fig 191). 
Ке тад, chama-se a um ponto singular deste género рото isolado da curva. 


Exercícios 


derivadas parciais das funções seguintes; 
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dt, 


W. sarê sen (1 y) 


EET 


1 экш y, жү 


Calcular os diferenciais totais das funções seguintes; 


M, =at yê sen y. 
12, => Log (sy). y 
аз: и, 


Meu ple) rn 


é fe fen) atu 


e Cakulat apr, y) pure ro уд; dr pude Dose fle 0 


Determinar pata pequenos valores absol 
o PRO pa pd Pts id zm 


MET 
тара 
V gina 


o — M o С 
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20. Calcular de mupit, u a den, V= Log (e + a) 


21, Calcular 


ш одаг —————— me 


derivadas totals das funções seguintes: 
senrcosui 07 CONE sena, 


Calcular. 
2. seare sea (in i 


<+а<@+ 


di 
Log(1 x); 2 Vieni: -ду 
s das funções implícitas de x dadas pelas equações: 


2480. 


T. dear JE е 

э. чт quu je de 
e. ж 
St оце б: Caleuar TE ¢ qr 


im. 
ГЕЛ 
qualquer que seja а função 


Calcular as deriva 


s parciais da segunda ordem: 


м. 


Ay gts 


35. ae Log y sen y Log v. 


VAR Han 


30. Mostrar que seu = 


37, Mostrar que se 


38. Mostrar que se 
os _ 

39. Mosear que se 2= p(y + аг) - (y — n2), ento, at — 7:0 quais 

quer que sejam as funções arbitrárias y ¢ y deriváveis até à segunda ordem. 


ж. Calcular a derivada da função 2 = 359 = xy 43% no pomo M(l, 2) 
segundo uma direcção formando um Angulo de 60 com o eixo Or. 


MM. Calcular a derivada da função = Set = M = J — по ponto MA, 1) 
segundo a direcção da recta que une еме ponto ао ponto NS, 5) 


42. Calcular a derivada da função fts » segundo as direcções: 1) da bie 


sectriz do ângulo da» coordenadas Оху 


40,1 te y) = + Ba + Ашу + И. Mostrar que no ponto M (3. q) a 
derivada € igual à zero segundo qualquer direcção (função estacionária»). 


44. Determinar entre os triângulos que têm um mesmo perímetro 2p aquele 
cuja superficie é maior. 


Determinar entre o» paralelepipedos rectángulos de dada drea S aquele 


IS. 
cujo volume é maior. Resp. O cubo de areta ]/ i 


46. Calcular a distância entre Juas rectas do espaço de equações 


Estudar o máximo e o mínimo das funções 
ат. зараа 


[3 


med. 
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Ap. = sen asen y меа (e 


(осоо): 


BO, rs sen z sen y sentado sc escas Oy 


Obter os pontos singulares das seguintes curvas, estudar a natureza desses 
pontos singulares e formar a equação das tangentes nesses pontos: 
м. e — Залу — 0. 


а 0). 


Msg mig zh 
ر ا‎ 


55. т — Зани — агу} + ahat = M 


56. n + ==). 2 


5n, ма + a 
58. Mostrar que а origem das coordenadas é um ponto terminal para а 
curva у= rlogr е que neste ponto o eo Oy é tangente à curva 


20. Mostrar que a origem das coordenadas é um ponto múltiplo da curva 
3 As tangentes neste pono são: à direita y=0, à esquerda 


Capítulo 1X 


APLICAÇÕES DO CALCULO DIFERENCIAL 
NA GEOMETRIA DO ESPAÇO 


$ L Equação duma curva no espaço 


Consideremos o vector DA = т unindo a origem das coorde- 
nadas a um ponto variável A (x, у, z) (fig. 192). Este vector chama-se 
raio. vector. 

Exprimamos este vector com o auxilio das suas projecções sobre 
os eixos coordenados: 

TES a 


Suponhamos que as projecções do vector т são funções dum 
verto. parümetro fi 


== (0, 
4= (0, (2) 
4(0. 
A fórmula (1) pode ser, então, posta sob 
a forma — 
r=p0i +p — d) A 
" D 
r=r(t). 04) Fig. 192 


Quando 1 varia, as coordenadas х, y, z variam ¢ о ponto А, 
extremidade do raio vector т, descreve no espaço uma determinada 
curva que se chama odagrajo do vector = 00). Аз equações (11) 
© (1) chamam-se equações vectoriais duma curva no espaço ou curva 
empenadu. As equações (2) chamam-se equações paramétricas duma 
curva empenada, A cada valor de t, estas quações fazem corresponder 
valores bem determinados das coordenadas x, у, z dum certo ponto 
da curva. 


Мота — Pode-se igualmente definir uma curva empenada como 
sendo o lugar geométrico dos pontos de intersecção de duas superfícies 
A curva pode, pois, ser definida pelas duas equações destas superfícies: 

D(z, y, )=0, 
Dala, Y 3) ® 


к= + 


n 


E AA A A A 
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Por exemplo, as equações 
Py dd, := 
são as equações dum círculo no espaço, sendo esse círculo definido 
como a intersecção duma esfera e dum plano (fig. 193), 
Uma curva empenada pode, então, ser expressa quer pelas equa- 
ções paramétricas (2), quer pelas duas equações das superfícies (3). 


Fig. 199 


Passa-se das curvas paramétricas às curvas expressas pela inter- 
secção de duas superfícies eliminando o parámetro f das equações (2): 


oblém-se, então, duas equações ligando x, y e с. Inversamente, se 
se põe x = у) (em que ¢ (1) é uma função arbitrária) e se se exprime 


y e z em função de га partir das equações 
e), y 1=0 Фф, 2]=0, 


cfectun-se a passagem das curvas expressas pela intersecção de superfícies 
às curvas definidas paramêtricamente. 


Exemplo —1. Sejam 


std, иез, reri 
as equações. paramétricas duma recta. Eliminando o parámetro |, deduzimos 
Xi Mitos Je dois planos. Por exemple, subiraindo sucesivamente da pri- 
ação” a segunda € a terca, lemese r— y — z= 3. Subtrjndo 


Ча primeira a terceira, multiplicada previamente por quatro, lém-ie x= 
E PODA reca dada é, pois, a curva definida pela intersecção dos dois planos 


e-y=1+3=0 e г-@+%= 


Exemplo—2. Consideremos um cilindro recto de revolução de raio a, 
cujo incide com o eixo О: (fig. 194) Enrolemos à volta do cilindro 
GP ángulo rectângulo flexivel C,AC, de modo que o vértice 4 do triângulo 


coincide com o ponto de encontro da geratriz do cilindr 

о da gemi cilindro e do eixo Ox e 

que o lado AC, se enrola sobre а secção deste cilindro situado no plano 057 
ipotenusa, determina, então, sobre o cilindro uma curva chamada hélice, 

маш Pesignemos por x у. è as coordenadas dum ponto variável M da 
licé e por t o ângulo AOP (ver fig. 194). Então, 


smash y=asnt s= РМ = Ар, 


em que 9 designa o ângulo agudo do triángulo C,4C. Notemos que AP = ai 
porgle AD E Ur мо de cnconeência de ruo à coneopondenie ao Anglo 
nro 1. Designando 180 por т, obtém-se av equações patamércas da hélice 


такон, у=ама, iom 
(em que 1 é o parâmetro), ou sob a forma vectorial 


т=й cos t- ja sen t- k amt., 


Eliminate o parâmetro 1 das equações paramétricas da hélice, elev 
à diis peimad AAA do quadrado i Pandean eh gi у= a. 


Fig 194 


É precisamente a equação do cilindro sobr l está tri 


Ela chama-se tor. Podese considera 
espada por ums sombra. parale o Огу de extremidade, “situada 
eixo Oz, quando” eda sa velocidade angular 


constante em veli do exo Oz e que ela se dadoque Para cimi com uma 
velocidade “constante, de modo que « wa extremidade permaneça. constante- 
men ома ө ho O A Maite € adis Pela erefê do clio e 
ja superfine helicoidal. Eis porque, se pode definia pelas duns “equações 


П 


na, LE 
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MEM" 
$2. Limite e derivada duma função vectorial duma variável 
escalar independente, Equação da tangente a uma curva, 
Equação do plano normal 
Voltemos às fórmulas (1) e (1) do precedente parágrafo: 
$04 v0) JF ADR 


тет. 


ou 


Em geral, quando £ varia, а grandeza е a direcção do vector м 


Fig. 195 Fig. 100 
variam igualmente, Diz-se, então, que 1 é uma função vectorial da 
variável escalar independente t. Suponhamos que 

т) = limpa) = lim 7 (0) = oe 
e, então, que o vector a = рой HF paj + Zwé O limite do 
т (1) e escrevesse, (fig. 195): 


Daí resulta as igualdades evidentes: 


Lim |r) то 


im Уф — o HINO — WP + lx) ор =0 


lim |r()| — 11. 


tts 
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Passemos agora à noção de derivada duma função vectorial duma 
variável escalar independente 


AULA (1) 


supondo que a origem do vector r (0) coincide com a origem das 
coordenadas, Sabemos que a equação (1) € a equação vectorial duma 
«шуа empenada. 

Escolhumos um valor de 1 que corresponde a um determinado 
ponto M da curva e démos a 1 um crescimento ar; temos, então, 
о vestor 


АА) (t+ ADE EAD) (е ADR, 


que determina sobre a curva um ponto M, (fig. 169). Calculemos o 
v crescimento do vector 


Ar=r (t+ At) r= [0 (t+ A0 —q(0]0+ 
HEH A0 — 9 (0] 4 + [x (E+ AD — UL 
Este crescimento está representado па figura 196 pelo vector 
MM, = Ar (ет que OM = т (0), OM, = (t+ M) Consideremos 
v quociente AMO go crescimento da função vectorial pelo crescimento 
estalar independente; 6, evidentemente, um vector colinear ao vector 
Ar (f) visto que se ubiém multiplicando Ar (1) pelo factor escalar E 
Podemos pòr este vector sob a forma: 


Ar() _ +A =O ¿y et и 
At 


м At 


XE A) — x0) y, 
Ar 


Se as derivadas das funções Y (1), % (0, x (f) existem para o 
valor escolhido de f, os coeficientes de å, J, Æ tenderão, respectivamente, 
para y (D, 9" (D, x (0 quando a = 0. 


Por conseguinte, neste caso o limite ағ existe quando at >U 
é igual ao vector q^ () € +W (00+ у () 4: 


[JA " 7 
E + ak 
D + ای‎ (Déo 4d Y (0) 


d 


EEE P و و‎ 
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Chama-se ao vector definido por esta última igualdade derivada 
do vector r (1) em relação à variável escalar f, Designa-se a derivada 


pelo simbolo 7P ou 1º. 


Assim, 
cet em P PM 
OA OIR Q 
ou 
E: AAA 2) 
dt att atr dt e 


Vejamos qual é a direcção do vector Ls 


Quando st sÛ, o ponto M, tende para o ponto M; a direeção 
da secante MM, coincide no limite com a da tangente. Por conse- 


quência, o vector derivado ^ está orientado segundo a tangente à 


di 
curva no ponto M. O comprimento do vector - é dado pela 
fórmula (*) 
d IE 
de УЕ OFF OF o 


Os resultados obtidos permitem escrever fácilmente a equação 
da tangente à curva 


r= rl Fj 4 k 


no ponto M(x. у, z): basta recordarse que т = q (f), y =p (0, 
i. 

А. equação da recta que passa pelo ponto M (x. ¥ 2) é 
2—2 


р 


em que X, Y. Z são as coordenadas do ponto variável da recta 
© т, n. p quantidades proporcionais aos cossenos directores desta recta 
(sto é às projecções do vector unitário da recta). 


de) 


Suporemos que nos pontos considerados 


Por outro lado, estabelecemos que o vector 


de dr, dy,, de 
SS. Pau مک‎ 
aT au a t 


está orientado segundo a tangente, Eis porque as projecções deste 
vector são números proporcionais aos cossenos directores da tangente 
e, por conseguinte, aos números m, п, p. A equação da tangente será, 
entáo, 


Exemplo — 1. Escrever a equação da tangente à “hélice 


т=аст!, у=ама!, 


para 1 qualquer e para г 
Resolução. 


— E. m É 
ж абон, roam. 


Temos, segundo a fórmula (4): 
x 


Em paria, encontramos paa = 


„у? 


Do mesmo modo que рага uma curva plana, chama-se normal 
а uma curva empenada num dado ponto, à recta perpendicular à 
tangente e que passa pelo ponto de tangéncia. Existe, evidentemente, 
uma infinidade de normais em cada ponto duma curva empenada. 
Todas estas normais estão situadas no plano perpendicular à tangente 
à curva. Chama-se a este plano plano normal. 

Deduzimos a equação do plano normal partindo da sua definição 
mo que respeita ao plano perpendicular à tangente (4): 


18 d y ya tg 
e =+ 2—9 


(5) 


A RR 
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Exemplo-—1. Formar a equação do plano normal à hélice no ponto 
correspondente ao valor += J do parámetro, 


Resolução — Utilizando os resultados do exemplo (1) e a fórmula (5) 


- yA Bes eo) 


Estabeleçamos agora a equação da tangente e do plano normal 
a uma curva empenada, no caso duma curva expressa pelas equações: 
0. (0) 


Exprimamos as coordenadas x, y, z desta curva em função dum 
parâmetro arbitrário f: 


tiles 2) 0, Фу( уз) 


ze) v. sx. m 


Suporemos que 4 (1), Y (0), X (Osio funções deriváveis de t. 
Substituindo na equação (6) as expressões de x, y, z em função 

de £ para os ponios da curva, obtemos duas identidades em f: 
Dito (0), v (0). x(0] =0, (8а) 
Da [р (0, (0), 00] == 0. (8b) 
Derivando as identidades (8a) e (8b) em relação a +, obtemos: 
¿0 de (00 dy, y. 00, de 


de 


dr dt ' ûy dt ' ûs dt 


9) 
Ay de, PD dy | 0, de O ш 
E dr dt душ д dt 


Resulta destas equações que: 

de 00,00, DAD, dy 20,00, 20,00, 

dt oy ör а dy, di 0 д ra qo 
de ADD, _ 20, D, de DAD, DU, 

ш dr Oy ûy às di дуду Oy dr 


Suposemos, aqui, que a expressão 
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mas pode-se demonstrar que as fórmulas definitivas (11) e (12) (ver 
mais abaixo) são igualmente válidas no caso em que esta expressão 
é igual a zero, e que pelo menos um dos determinantes que figuram 
nestas fórmulas é diferente de zero, 
Resulta desta igualdade (10): 
de dy de 
И de 5 dt = dt 
AD, aD, 00,00, 0D,0D, 20,90, 20,00, AD, D; 
dy % de Oy O dr dr O Or Oy Oy dr 
Por conseguinte, podemos, em virtude da fórmula (4), pôr а 
equação da tungente sob a forma 
X-z E Y-y È 2-2 
GM, 0D, DAD, ADD, ADM, 20,00; 
dz ду O de Or û: дуду Oy ûr 


D 
vu, servindo-nos dos determinantes, 


ob, OD, 
"оу às 
A equação do plano normal é, então, 
120,20, 20920; 201204, 
|? ûs t DE dr ду 
A ар, әр, 077 9 Lap, a, | 9 ao, a, | £9 
| 9v & ді dr ür ду 


Estas fórmulas são válidas quando pelo menos um dos deter- 
minantes é diferente de zero. Se num ponto da curva os trés deter- 
minuntes 


20,40, 20,00, 
dp û DE 
дФ,дФ, * (90,90, 
dy de дт dy 
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se апшат simultánamente, o ponto considerado chama-se onto m $ 3. Regras de derivação dos vectores (funções vectoriais) 
cui ida, A cui ode nào ter tangente neste ponto, o 
o mico cotas Fios агае DO шы Definimos a derivada do vestor 
ш ca PORO Hor d) 
IÓ 
70 — 9 04704-4105. a 


Resulta imediatamente desta definição que as principais regras 
de derivação das funções são válidas igualmente para os vectores 
Estabelecer fórmulas de derivação da soma e do produto 
escalar de vectores, e limitar-nos-emos a enunciar as outras formulas 
deixando ao leitor o cuidado de as demonstrar. 


Y L А derivada da soma de vectores é igual à soma das deri- 
vadas desses vectores. 
Com efeito, sendo dados dois vectores 


m0 pa (6) E + (0 J -H a (0), } e 
Po = (DF Vs (O J ya (0 es 
fi. dir а sua soma é igual a 
к rO т) =[ () + q (d+ 
Ecol Achar a, equação, da tangente e, do, plano normal à HO (014 0 a (OT, 
m in м» ro 8 D Ha + e maf e do cilindro Eig Кыл Ai Maker a 
аан é EN apro + т] _ à 
E reso r pe) qy (ora 
AGAT ичн, EI) EN T J +a (DF OT 
ou 
оТ тин 
E + Te — Eni (DE KOSHON 
A J- 10K] M n 
Por conseguinte, 
dir (H +] dr, | ar, ij 
dt dt ' de 
IL A derivada do produto escalar de dois vectores é duda 
| pela fórmula 
х-н ак сыйа ын! E dir) d y de ji 
Via) lee y а cd a 
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Com efeito, se os vectores m, (1) e т: (1) são definidos pelas 
fórmulas (3), o seu produto escalar é igual a 


m (0) m (0) = фа F bis e 
Eis porque 
diw) 
dt 
= (i + KDa to) H (nita + NS e) = 
= (qii e E A ИЮ) (Фа Fa H Hk) + 


бз + t Wis H ol a + 


а", 
mtn 


+ (pid + a) rH S H ШӘ) 


O teorema está demonstrado, j 
Deduzimos da fórmula (ID um corolário duma grande impor- 


tância 
ано e (isto é, tal que 


Corolário — A derivada do vector 
[e | = 1) é perpendicular a este vector. 


Demonstração — Se e é um vector unitário, então, 
өе 1, 


membros desta igualdade, em relação а 1: 


Derivemos, os doi 


vu 


de Р 
isto significa, justamente. que o vector ^7 é perpendicular ao vector е. 


Ill. Pode-se tirar um factor constante debaixo do sinal de 


derivação. : 
МВ ret (ш) 


dt 


IV, A derivada do produjo vectorial dos vectores m, e r, é 
definida pela fórmula > 


dir, xr] dr, dr, 
Ола An ean 7А \ 
dt qo a e (N) 
$ а. Derivadas, primeira e segunda, dum vector em 
relação ao comprimento do arco, Curvatura da curva. 
Normal. principal 


O comprimento do arcot*) duma curva empenada Ipi =s é 
definida da mesma mancira que para uma curva plana (fig, 198) 
O comprimento do arco + varia quando о ponto variável A (x, у. 2) 
se desloca ao longo Ja curva: inversamente, quando » varia, as coo 

denadas x, v. 2 de ponto variável А da 


curva, varium. 

Por conseguinte, podem-se considerar 
as coordenadas x, y, z do ponto variável А 
da curva, como funções de comprimento 
do area y 


emh f=, =i 
Nestas equações puramétricus, о parâ- 
metro € 4 comprimento do arco s 
O vector 01 exprime-se du 
seguinte muncira 
ET 
au 
Fig, 198 
„ө, D А 
isto é, о vector т é uma função do comprimento Jo arco s. 
Elucidemos a significação geométrica da derivada Чё, 
de 


Resulta da figura 198 as igualdades: 


мы Ай= Мм, Мал 
JA=r() Ой (е4 Аз), 
АВ = Ar=r(s+ As) — r (8), 
Ar dh 
A 4B 


(°) Ver, definição do comprimento do arco duma curva plam, $ 1, 
Cap. VI e $ 3, Cap. XIL 
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dr 


M 99 
Vimos, no $ 2, que o vector у = lim j é dirigido segundo 


s crescentes. Por outro 


a tangente à curva no ponto 4 no sentido 
AB 
Ab a 
comprimento da corda e do comprimento do arco subtendido (*). Por 


conseguinte, 2% é um vector unitário dirigido segundo а tangente. 


lado, temos a igualdade lim 1(o limite do quociente do 


Д 
Designemodo por о: 
dr 


T B 
Se o vector 1 é dado pelas suas projecções: 
mal p ad b hs 
então, 
de dy de 
МЕГ РА y 3 
аА LT ai 
em que 


de Y (E Y 
ДС + (E 
n 
Consideremos, em seguida, a derivada segunda e da fungio 
vectorial m, isto é a derivada de m, e demos a significação geo- 


métrica desta derivada segunda 
Resulta da fórmula (2), que 


de. à (de) e 
dslds] ds 


Segundo а figura 199, AB = As, aL 
cemos do ponto B o vector BL, = 0. Resulta do triângulo BKL: 


BR = Bl, + TR 


(*) Demonsirimos esta igualdade para as curvas planas no $ 1, Сар, Vi. 
Ela é igualmente verdadeira para as curvas empenadas » (1) = q (0 CEBO J+ 
ER (O kes эе as derivadas das funções q (1) W (9 e у) forem continuas € 
não se anulem simultâncamente. 


atho=o+TR. 


Por conseguinte, L, K 
é constante, 


Ag, Visto que o comprimento do vector 


lo + Aa]; 


resulta que o triângulo BKL, é isosceles. O ângulo 4¢ no vértice deste 
triângulo é o ángulo de rotação da tangente à curva quando se 
passa do ponto 4 ао ponto В. Corresponde, 
pois, ao crescimento do comprimento do arco 
às. Resulta do triângulo BKL;: 


L,K=140| 
(pois | о | = 1). 


Dividamos ambos os membros da igual- 
dade por as: 


ОБЕ 


Fig. 199 


Passemos ao limite nos dois membros desta igualdade, fazendo 
tender As para zero. À esquerda, obtemos: 


Ei 
«| 


Além disso, 


visto que consideramos curvas para as quais о limite lim 4% 


é Б 0 As 
existe e que, por conseguinte, 4p 20 quando As-^0. Assim, temos, 
depois da passagem ao limite, 

Ap 


zl diii 


de lim 


Aso! 


362 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Chama-se curvatura média do arco AB da curva considerada 
ао quociente do ângulo de rotação Se da tangente, quando se passa 
do ponto 4 ао ponto В, ao valor absoluto do comprimento As do 
arco AB: 


curvatura média = 


O limite da curvatura média quando as + 0 chama-se curvatura 
da curva no ponto 4 e designa-se pela letra K: 
ET 
к= dim [AL 


E 
Mas, então, resulta da igualdade (4) que Izl K, isto 6, о 


comprimento da derivada em relação ао comprimento do arco do 
vector unitário (*) da tangente é igual à curvatura da curva neste 


ponto. O vector o sendo um vecior unitário, a derivada ES é-lhe 
perpendicular quer $ 3, Cap. IX, Corolário) 

Assim, o vector 99 é dirigido, segundo a perpendicular ao vector 
da tangente, o seu comprimento é igual à curvatura nesse ponto. 

Definição — Chama-se normal principal à curva, num dudo ponto, 
a uma recta que coincide com o suporte do vector ER Designa-se 
por т vector unitário desta direcção. 

O comprimento do vector ЕУ é igual à curvatura К da curva, 
por conseguinte, 


Kn. 


A quantidade À chamasse raio de curvatura desta curva no 
ponto dado, e designa-seda por R. isto é, H R. Pode-se, então, 


escrever: 
ER 5 6) 


(*) Recordemos que a derivada dum vector é ainda um vector, de 
maneira que tem cabimento o considerar-se о comprimento desta derivada. 
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Resulla desta formula. 


(6) 
duo Фу 4: 
уб, 
Aa 
ARTE e 


A fórmula (6) permite calcular a curvatura num 
ponto qualquer 
duma dada curva pelas suas equações paramétricas, cujo Pre 
é o comprimento do arco s (isto é, quando o raio vector do ponto 
variável desta curva € uma função do comprimento do arc) 
'onsideremos o caso em que o raio vector r é função d 
parâmetro qualquer 1: bid 


т). 


Neste caso, consideraremos s como uma função do parâmetro t. 
O cálculo da curvatura é, então, efectuado da ps drei 


m 


Como 


então, 
(9-0) 
dt d & 
a репо os dois membros desta igualdade c simpliquemos 
o 


Jim ДА". Mas, Ar é a 
Pur 


corda que subiende o arco de comprimento As. Eis porque ÊZ tende para 1, 
quando Ar— 0. n 
a 


(*) Esta igualdade resulta de que ES 
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Resulta, da fórmula (7): 
dr dri 


Derivemos em relação a 5 os dois membros desta igualdade: 


ач 
dir dr A de dB 
e FF ҮҮ ar тагу 
(ч a 
Substituindo a expressio encontrada por ЕА па fórmula (6), 
temos; 
duy 
1 o|er t de ще 


ж pas (4) di ( 

ш 
күү ds y ¿Pr dr do ds 
(52) E са dt dt de 


8 


dr dr ) 
EE: ao 
y 
po Ê a oi 
(Р 
Mo онт» ecer (SE, 
жаш do vector ак е (( 27)" веш o cabo do mimero (SE 
A иез ( 27) nto sem temido 


POMA (5 y designa о quadrado 


(11) 


Estabelecemos, então, uma fórmula que permite o cálculo da cur- 
datura em todo o ponto duma curva dada pelas equações paramétricar 
de parâmetro qualquer. 

Se. em particular, a curva é plana e está situada no plano Oxy, 
ela tem, para equações paramétricas: 


#=Ф(), u=W(t), z=0, 


Substituindo estas expressões de x, y, z na fórmula (11), reen- 
аш пов a fórmula que exprime a curvatura duma curva plana, dada 


pelas equações. paramétricas, que tinhamos establecido алапа 
(cf. Cap. VI): 


ОЕ ТИЛИ 
A^ (OF + tp (OP 
Exemplo — Calcular а curvatura da hélice 


Posto cos t- ja sen + kamt, 
mum ponto qualquer, 
Resolução, 


Jr lasen t4 Ja cost кат, 


— ta cos t— jasen t, 


i PIN 
"sihi acost an 
acost=usent 0 


"m 
dx SE casi, 


dad ven 1— jatn cos has, 


EE Ent). 


C) Utilizamos а identidade 

2201 (abji— (a x bj 
que se verifica facilmente, pondo-a sob a forma: 
2182 — (ab cos ф) — (ab sen фз. 


ЕЕЕ 
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Рог conseguinte, 


amn oo NN 
ap Tm * 


donde 
ната) const. 


Concluimos, eno, que o raio da curvatura da hélice 6 coniun. 

Nota — Pode-se sempre supor que uma curva plana está situada 
no plano Oxy. (Basta efectuar uma mudança de eixos de coordenadas.) 
No plano Озу, 2= ‚ então, Gê=0, e, por conseguinte, o 
vector n está, igualmente, situado no plano Оху. Uma conclusão 
se impõe, então: a normal principal duma curva plana está situada 
no plano da cum 


$ 5. Plano osculador. Binormal, Torção duma curva empenada 


Definição — l. Chama-se plano osculador a uma dada curva no 
ponto À ao plano definido pela tangente à curva e à normal principal 


de ds 


Fig. 200 Fig, 201 


£ evidente que o plano osculador а uma curva plana coincide 
com o plano dessa curva. Se a curva não é plana, os planos oscula- 
dores, correspondentes a dois pontos P e Р, da curva, formam entre 
Si um ângulo diedro p. Quanto maior for н, mais a curva difere 
duma curva plana. Para ser mais preciso, introduzamos a definição 


seguinte. 


Definição — 2. Chama-se binormal à normal à curva perpendi- 
cular ao plano osculador. 

Escolhamos, sobre a binormal, um vector unitário D e orientêmo-to 
de modo que os vectores 0, m, b formem um triedro trirectángular 
da mesma orientação que os vectores unitários à, J, k dos eixos das 
coordenadas (fig. 200, 201). 
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Vemos, em virtude da definição dos produtos escalar e vectorial: 
b= 


xn; bb=i. aq 


Calculemos а derivada P. Em virtude da fórmula (V), $ 3 


tentos: 
do „dn 
gp pene. m 
Mas 5 7 (ver $ 4) cis porque 
E 
ds dq eu 


e a fórmula (2) pode ser posta sob a forma 


dh 
Bs B 


Resulta da definição do produto vectorial que o vector E é 
o ds 


perpendicular ao vector da tangente ө, Por outro lado, 90 é per- 
de 

pendicular а 0, visto que # è um vector unitário (ver $ 3, Corolário). 

db 


Concluímos. então, que o vector “2 & perpendicular a o ¢ a f 


isto €. colinear ao vector m. 


Designemos por А o comprimento do vector "^. isto é 
fuçamos: d 
então, 
I ESL (á) 
№ a 


Chemise a A torção da curva dada 


_ O Angulo diedro p, formado pelos planos osculadores сог 
dois [ 
[esjondente a dois pontos da curva, € igual во Angulo formado, pti 
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Podemos, então, escrever uma fórmula análoga à fórmula (4) do 


$ 4, Cap. IX: 


Assim, а torção da curva no ponto A é igual, em valor absoluto, 
ao limite do quociente do ângulo н, formado pelos planos osculadores 
по ponto A e no ponto vizinho B. pelo comprimento | as | do arco АВ 
quando аз = 0. 

Se а curva é plana, v plano osculador nào varia e, por conseguinte, 
a torção é igual a zero. 

Resulta da definição de torção que esta quantidade caracteriza, 
o afastamento entre uma curva empenada c uma curva plana, 

A quantidade / chama-se raio de torção da curva, Determinemos 
а fórmula que dá a torção. Resulta das fórmulas (3) e (4): 


1 dn 
T ds 


Multiplicando, esealurmente, OS dois membros da igualdade 
= аги 
Emu de] 
y: de |" 


O segundo membro desta igualdade é o que se chama o pro- 
duto misto de irès vectores n.a e E Sabe-se que este produto não 


varia pela permutação circular dos factores. Como ит = 1, podemos 
pôr a ultima igualdade sob a forma 


ou 


(5) 
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Assim, 


e e voltando à igualdade (5), tem-se 


dr [dr de 
т E Lo 
as [чё < дё] e 
Se né expresso em função dum parkmelro arbilrio (, 
pode-se demonstrar(*), da mesma maneira que no parágrafo pre- 


o 


(8) Com efeito, 
de _ dr de 
“dE ar АГ! 
derivemos, uma vez mais, esta igualdade em relação a fi 
dr d (de) de de de ds dr det, dr dis 
же (а) ata et aea) С Чи 
Derivemos de novo “a relação obtida em relação a 1º 
dr d (dry de (de E و‎ die d (dry di dês 
Au (е) (ur) tutu шк (ar) a a * 
de duo dor (de 5 y dr de ds dr den 
ala) tura da curas 
Formemos em seguida o produto misto: 
de (ee 
а (х) 
dede ран (da үз, dr dts 
cw ш) ае] 
dir (йу y dir de dr ач 
[A 3] 
. Desenvolvamos este produto, segundo a regra de multiplicação, - 
кимы CES odor en rs a quis cati, Fdo meno da eles 
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cedente, 


de | Pr d | 
GU EC, 
ds [дё ^ df 


Substituindo esta expressão ma fórmula (6) e substituindo R* 
pela sua expressão obtida da fórmula (11), $ 4, obtemos, finalmente: 


PIE 
dt 


@) 


dr 


Esta fórmula permite-nos calcular a torção em qualquer ponto 
duma dada curva pelas suas equações paramétricas no caso dum 
parâmetro arbitrário 1. р : 

Notemos que as fórmulas que exprimem as derivadas dos vectores 
а, b, n são chamadas fórmulas de Serret-Frener: 


do O 
de pou 
De entre elas, a última pode ser estabelecida como se segue: 
n=bxo 
da O ap. ox 2% хофьх 
ds Eae do tmm 


nxo+Loxn; 


idênticos (porque o produto misto de três vectores, em que dois são idênticos, 
é igual a zero), obtemos: 


як» (etm) (y. 


ana) Va 


TA EY. 
obtemos a igualdade procurada. 


eis porque an 


Exemplo — Calcular a torção da hélice 
da cos 14 Ja sen Коти. 


me 
"n 
SI a) imm m, 
vm 


at (1m3) (ver exemplo do 8 4) 


Por conseguinte, 


reins кичә 


$ 6. Plano tangente e normal а uma superficie 


Seja 
Fiz, y, 2) 0 (1) 


а equação duma superficie 
Introduzamos as definições seguintes. 


Definição — 1. Diz-se que uma recta é tangente а uma superficie 
num ponto P (x, y. 2) se ela é tangente a uma curva qualquer traçada 
sobre esta superfície e que passe por aquele ponto. 

Visto que uma infinidade de curvas traçadas sobre a superfície 
passa pelo ponto Р(х. y, г), haverá igualmente neste ponto uma 
infinidade de tangentes a esta superficie. 

Definamos os pontos simples e os pontos singulares duma super- 
ficie F (X, y, 2) = 0. 

Diz-se que o ponto M é um ponto singular da superficie se 


à três derivadas SË, £ Ў © se anulam, simultáneamente; neste: ponto 
ow se uma, pelo menos, das derivadas não existe mese ponto. 


DE OF ӨР it 
rl 
sio continuas nesse ponto e se uma de entre elas, pelo menos, é 
diferente de zero, 

Enunciemos o teorema seguinte, 


O ponto M diz-se ponto simples se as derivadas 
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Teorema — Todas as rectas tangentes à superfície (1) no ponto 
simples P pertencem а um mesmo plano. 

Demonstração — Consideremos sobre a superfície uma curva: L 
(fig. 202) que passa por um dado ponto P da superficie. Sejam 
=p (0; y=v0; =x) (2) 
as equações paramétricas desta curva. | 

A tangente a esta curva é, por definição, 
uma tangente à superfície, As equações desta 
tangente são 


dt 

Se se substitui as expressões (2) na 
equação (1), esta equação torna-se numa 

identidade em relação a г, visto que a curva (2) está traçada sobre 
a superfície (1). Derivando esta identidade em relação a f, temos ( 


Fig, 202 


(9) 


Consideremos, em seguida, os vectores № е "P que passam pelo 


ponto Р: ro 
DE т" 
бе y 
As projeções pn se PI vector dependem das coorde- 
nadas x. y, z do ponto Р. Notemos que estas projeções não se 


ulam simultáneamente no ponto P, visto que P é um ponto simples 


is porque da E a 
[d Ү( : 


O vector 


(5) 


T) Uüimmos aqui a regra de derivação das funções compostas de 
^ Tur rema € Vida no caso presente, visto que, as derivadas 
аР ӘР 

аР OF ӘР до contínuas por hipótese. 

parciais 2, j, os po 


é tangente à curva que passa pelo ponto P e traçada sobre a superfície. 
Podem-se calcular as projecções deste vector a partir da equação (2), 
dando ao parámetro o valor que corresponde ao ponto P. Calcule- 


mos o produto escalar dos vectores N e m ; ele é igual à soma dos 


produtos das projecções correspondentes: 
IA ЕАС у 
dt ûz dt ' ûy di ðz dt` 


. Em virtude da fórmula (3). o segundo membro desta expressão 
é igual a zero e, por conseguinte, 

gi 
dt 


Deduzse desta igualdade que о 
dr 

dt 

da tangente à curva (2) no ponto Р. 
A demonstração que acabamos de dar é 
válida para toda а curva (2) que passa 
pelo ponto P e traçada sobre a superfici 
Por conseguinte, todas as tangentes a esta 
superfície no ponto P são perpendiculares a um mesmo vector Y 
pertencem, pois, todas a um mesmo plano perpendicular ao vector М. 
O teorema está demonstrado. 


Definição —2. O plano formado por todas as tangentes num 
ponto P às curvas traçadas sobre uma rficie que passe por este 
ponto chama-se plano tungente à superfície no ponto P (fig. 203). 

Notemos que o plano tangente pode não existir se P é um 
ponto singular da superficie, Em tais pontos, as rectas tangentes 
à superfície podem não pertencer a um plano único, O vértice dum 
cone, por exemplo, é um ponto singular e neste ponto as tangentes 
à superfície não pertencem a um plano único (elas constituem preci 
samente a superficie cónica). 

Formemos a equação do plano tangente à superfície (1) num 
ponto, simples. Sendo este plano perpendicular ao vector (4), a sua 
equação é da forma 


0, 


vector N € perpendicular ao vector 


Fig. 203 


Dam or or à 
LX ау r—y 23-0. D 
3 (X —2) Y (У-и + de (2—2 (6) 


Seu superficie é dada pela equação 
z—f(ng) ow z—f(r 0—0. 
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então, 


e а equação do plano tangente é 


z- 


Amar — в) 
Д (6) 


Nota — Se se fizer na fórmula (6) X — x = ax; Y — y ду, 
tem-se 


о segundo membro é o diferencial total da função z= f(x, у). Por 
conseguinte, Z — z = dz, Assim, o diferencial total de uma função 
de duas variáveis no ponto M (x, y). que corresponde aos crescimentos 
Ax е ay das variáveis independentes x e y, é igual ao crescimento 
correspondente da cota (z) do plano tangente à superfície que repre- 
senta o gráfico dessa função. 


Definição — 3, Chama-se normal à superfície (1) пит ponto 
P (x, y, 2) à recta perpendicular ao plano tangente nesse ponto (fig. 203). 
Formemos a equação da normal. Sendo esta orientada segundo o 
vector V, a sua equação é 


X—z Y 


Z— 


a 7)‏ 2ے 
E 8‏ 
D ду às‏ 


Se a equação da superfície é z = f(x, y) ou 
z—f(n y)=0, 
da normal será: 


Nota — Suponhamos que a superficie Р(х, y. z) = 0 é a super- 
сіе de nivel para uma função de três variáveis u(x, y, 2). isto ё, 


F(z, y, =u (z, y, )—С = 0. 
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É evidente que o vector N, definido pela fórmula (4), dirigido 
segundo a normal à superfície de nivel F =u (x, y, z) — C = 0, será 


Qu, ди 
p mE لر‎ 
ae tap a 
isto é, 


N = gradu. 


Por isso mesmo demonstramos que o gradiante da função и (x. y. 2) 
é dirigido segundo а normal à superficie de nivel que passa pelo 
ponto dado. 


Exemplo — Formar a equação do plano tangente ¢ а equação a 
à esfera x + у? + l4 no ponto P(t, 2, 3). ыбы. ы 
Resolução, 


Fie pamatyt; 


E or 
IE pe; ME aii 


para rcd, ym 2, orm, temos 


a” 
Por conseguinte, а equação do plano tangente é: 
2(7—1)44 = 24-0 (eB) =0 


2y 3:—14=0, 


ou 


A equação da normal er 


Y 
Ex 


ou 


Calcular a derivada dos vectores: 


1. кецеа 


А. Achar o vector da tangente, а equação da tangente ação 
plano normal à curva ro HOLT ик тә рошо G, 9, D 40 
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5. Achar o vector da tangente, а equação da tangente e a equação do 


m 


plano normal à curva: ricos 


он, 


G. Achar a equação da tangente à curva rately y= 
n 


deni. e os cosnos directores desta tangente 


T. Achat a equação do plano normal A curva т = 57 — уз, ym na origem 
das coordenadas. Indicação. Exprimir a curva com o auxilio das equações 


esa 
We айта, pe А 


a curva rod (сонг sen) + 


лепе (1— cost) — le cos t. 


9. Achar a equação da normal principal e Ja binormal 
“ 


mo ponto (zo. yo, zo). Resp. 


10. Determinar à equação do plano osculador à curva y* = x; i! =: no ponto 
ма, 1, D. e 

11. Determinar o raio de curvatura da curva dada pelas equações a? + y! + 
+2-4=0 x+y- 


12. Determinar o raio de torção da curva 


=é cos t+ Jem +k” 


13. Determinar o raio de curvatura e о raio de torção da curva һе 
any. 


14, Demonstrar que а curva r (aytdyt- e t- (aat batte) J+ last? + 
byte) k é uma curva plana, STO 


15, Determinar a curvatura e a torção da curva xet, y= 


үз. 


16. Determinar a curvatura e a torção da curva z= sent; y— e cost: 


17, Determinar a equação do plano tangente à hipervólide 7 


=! по ponto (rj Jis 20 
15. Determinar a equação da normal à зарде 1º-4/24-269--6 no ponto 
19. Determinar à equação do plano tanto à лиено ama 088-447 no ponto 
J. Traçar um plano langeute à superfície xi + ду rtm d de modo que 


deja paralelo ао plano=J-+21=0. 


Capitulo x 


INTEGRAL INDEFINIDO 


$ L Primitiva e integral indefinido 


Estudámos, no Capitulo Ш, o problema seguinte: sendo dada 
uma função F (x), achar а sua derivada, isto é, a função f(x) = F’ (x). 

Neste capítulo, consideraremos o problema inverso: sendo dada 
uma função f(x), achar uma função F(x) tal, que a sua derivada 
seja igual a f(x), isto é, 


Fla) =f (2). 


Definição — 1. Diz-se que a função F(x) é uma primitiva da 
função f(x) sobre o segmento (а, b], se em todo o ponto deste 
segmento se tiver a igualdade F’ (x) (а). 


Exemplo — Determinar uma primitiva da função f(4) = at. 
Verifica-se imediatamente, segundo a definição, que a primitiva procurada 


r= Com efeit (5) at. 

Verifica-se facilmente que se a função / (x) admite uma primitiva, 
esta lima nào é única, Assim, no exemplo precedente, teriamos 
podido tomar como primitivas as funções seguintes: P (2) = 5 + 1; 


ғ) = t — Tou mais geralmente, F (+) = 5 +C (em que C é 


3 


| uma constante arbitrária). Com efeito, 
к) 
Por outro lado, pode-se demonstrar que uma 
da função xº é, necessariamente, da forma gra Isso resulta do 


tiva qualquer 


teorema seguinte. 


Teorema — Se Е, (х) e Е, (x) são duas primitivas da função f(x) 
sobre o segmento (а, b], a sua diferenca é uma constante, 
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Demonstração — Temos, em virtude da definição da primitiva: 


Fi) fes ) 1 
Fin) fü) e 
para qualquer x do segmento (а, b). 
Façamos 
Fila) — Fla) = e (9) B 


Podemos, então, escrever, em virtude da igualdade (1): 
Fita) Е (а) = — la) =0 
ou 
(2) =[F, (2) — Р, (2) m0, 

para todos os x pertencentes ao segmento (a, b]. Mas resulta da 
igualdade у(х) = 0 que p(x) é uma constante. 

Com efeito, apliquemos o teorema de Lagrange (ver $ 2, Cap. IV). 
a função p(x) que é continua e derivável sobre o segmento (а, b). 

Em virtude do teorema de Lagrange, para todo о x arbitrário 
do segmento [a, b), tem-se 


2) — e (a) = (x — a) q' ($), 


em que a < $ < x 

Mas, visto que (¢) = 0, então, 

0(2) — pla) =0 
ou 
т(@=Ф(). (3) 

Assim, a função (x) conserva, em qualquer ponto do segmento 
10, b). o valor ¢ (a), Ela, é, pois, constante sobre o segmento fa, b]. 

Designemos a constante ¢ (a) por C. Resulta, então, das igual: 
dades (2) e (3): 


2.0) F.() — C. 
Resulta deste teorema que se conhecemos uma primitiva qual- 


quer F(x) da função f(x), qualquer outra primitiva desta função 
será da forma F(x) + С, em que С é uma consatnte. 


Definição —2. Chama-se integral indefinido da função f(x) e 


notase por | / (2) dz a toda a expressão da forma F(x) + C, em 
que F(x) é uma primitiva de f(x). Assim, por definição, 
T1) а= Р(х) +С, 
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F(2—1t2 
f(x) chama-se função sob o sinal soma ou função a integrar; 
1 (х) dx, expressão sob o sinal soma, e о sinal | . sinal de inte- 


gração ou sinal «soma». 

Assim, o integral indefinido representa uma familia de funções 
у= El) C 

Geométricamente, pode-se considerar o integral indefinido como 
um conjunto (uma familia) de curvas tais que se passa de uma a outra 
efectuando uma translação no sentido positivo ou negativo do cixo Оу. 

Uma pergunta se põe naturalmente: toda a função f(x) possui 
uma primitiva (e, por conseguinte, um integral indefinido)? A resposta 
é negativa, mas todavia notemos, sem o demonstrar, que toda a função 
f00 continua sobre o segmento (а, b] possui uma primitiva (e, por 
conseguinte, um integral indefinido) 

O presente capítulo é consagrado à exposição dos diferentes 
métodos que permitem determinar a primitiva (e, por conseguinte, 
o integral indefinido) para certas classes de funções elementares. 

O processo que permite encontrar a primitiva de uma função f(x) 
chama-se integração da função | (3). 

Façamos u nota seguinte: no encontro da derivada que para 
uma função elementar é sempre uma função elementa, a primitiva 
duma função elementar pode não se exprimir com o auxílio dum 
número finito de funções elementares. Voltaremos, de resto, a esta 
questão по fim deste capítulo. 

Resulta da definição 2 que: 


1, A derivada dum integral indefinido é igual à função a inte- 
grar, isto ё, se F(x) = f(x), então 
(frt) dry (F (2) + Су = 102. [7] 
Esta igualdade exprime que a derivada duma primitiva qualquer 
é igual à função a integrar. 


2. O diferencial dum integral indefinido é igual à expresso sob 
o sinal de soma 
d (f @4)= f (2) dz. (5) 


Isto resulta da fórmula (4). 
3, O integral indefinido do diferencial duma certa função é 
igual à soma desta função e duma constante arbitrária 
{ 4Р(х) = Р(х) +C. 
É fácil verificar esta igualdade por derivação (o diferencial de 
cada membro da igualdade é igual a dF (0). 


$2. Quadro de integrais 


Antes de começar a exposição dos diferentes métodos de ii 
ração, daremos uma lista das primitivas de certas funções elementare. 
Este quadro pode ser obudo directamente a partir da detinição 2, 
$ 1, Cap. X, e do quadro das derivadas ($ 15, Cap. Ш). (É fácil 
justificar todos os detalhes do quadro por derivação; isto é, pode-se 
verificar que a derivada do membro direito é igual à função a integrar). 


a Lid М 
ш IE dem pa FC (tt — 10). (Aqui o nas fórmulas seguin- 


tes, C designa uma constante arbitrária), 


de 
ESTER 


[sen zdz = — сонг +C. 
$ cos z dz = sen z 4- C. 


de 
в. cz С. 
* 


ftgzdr— 


7 Log|cosz|- C. 
8. fetgzdz— Log|senz|3- C. 
9. fed + 


10. [еа É ud 
Loga 


— 


M. 


| 
и. | 
| 
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are sen +C. 


| Nota — No quadro das derivadas ($ 15, Cap. Ш), as fórmulas 
| correspondentes às fórmulas 7, 8, 11’, 12, 13/ е 14 faltam. É todavia 
| fácil de as justificar por derivação. 

No caso da fórmula 7, temos: 


(— Log] coser] 


por conseguinte, j tg z dz = — Log | cosa | + C. 


No caso da fórmula 8, 


| (Log) sen zl) = 


por conseguinte, ( cig z = Log | senz |+ C. 
No caso da fórmula 12, 
(i ton) EE) =L {Logla +z] —Logla — il = 
а—«\/ “Фа 


Notemos que esta última fórmula resulta igualmente dos resultados. 
gerais do $ 9, Cap. X 


No caso da fórmula 14, 


(Logla+ VF zk y 


Esta fórmula resulta igualmente dos resultados gerais do $ 1l. 
Poder-se-ia justificar, duma maneira апа! fórmulas 11° e 13º, 
Notemos, todavia, que clas são uma consequência imediata das fórmulas 
11 е 13 que estabeleceremos mais adiante (ver $ 4, exemplos 3 е 4). 


$ 3. Algumas propriedades do integral indefinido 


Teorema — 1. O integral indefinido da soma algébrica de duas 
ou várias funções é igual à soma algébrica dos seus integrais 


SINO + fato) dz = Sh (a) dz + 5 /,(2) dz. 


Derivemos os dois membros desta igualdade, Ет virtude da 
igualdade (4) do precedente parágrafo, podemos escrever; 


(IAC + fa (0 d) = f (2) + (a), 
(Eh (a) de + $ f, (2) dz) = 
= (Eh (e) de)” + (Sata) dz) = һа) + fato, 


Assim, a derivada do primeiro membro da igualdade (1) é ig 
à derivada do segundo membro, isto é a derivada duma primi 
qualquer do segundo membro é igual à derivada duma função а 
trária que figura à direita. Resulta, daí, em virtude do teorema do $ 1, 
Capítulo X, que toda a função do primeiro membro da igualdade (1) 
apenas difere de qualquer função do segundo membro por uma cons- 
tante. É neste caso que o sentido da igualdade (1) deve ser com- 
preendido. 


Teorema — 2. Pode-se retirar um factor constante de debaixo do 
sinal soma, isto é, se а = const. então, 


$ af (z) dz = a Í f (a) dz. (2) 


"P 1 


Ea ШШШ SS 
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Justifica-se esta igualdade derivando os dois membros: 
(faf (2) dz) = af (0), 
(a $4 dz) =a (1700) da) = af (A. 


As derivadas destes dois membros são iguais; por conseguinte, 
a diferença das funções que figuram à esquerda e à direita é constante. 
A igualdade (2) deve ser compreendida neste sentido, 

No decurso do cálculo dos integrais indefinidos, é, por vezes, 
útil recordar-se as regras seguintes: 


L S 
i б Р) +С, 
então, 


леа Leia) +С. o 

Cum efeito, derivando os dois membros da igualdade (3), temos: 
(fas) dz) = f (an) 

(iren Feo 


As derivadas destes dois membros são iguais, с. q. d. 


Lar) a= F (az) = f (ал). 


I. Se 
ffi) de= F (2) +0, 
então, 
«+ = F (r40) +C. (4) 
ш. Se 
рушу б Ft) +С, 
então, 


F (ax 4- b) +С. (5) 


[лъва 


Demonstra-se, igualmente, as igualdades (4) е (5). derivando os 
dois membros. 


Exemplo — 1. 
j (agen 2-5 Vs) de= j ddr 


on de | o Vide pesci nne [hen 


iS cord 


INTEGMAL INDEFINIDO 375 


Exemplo 


9з £246, 
PV eC 


көнө ; 
{ A 
ветно =4 | 
ататек 
кеин. 


AS 


$ 4 Integração por mudança de variável 
Seja calcular o integral 
Sha) de; 


ainda que não saibamos calcular a primitiva da função f(x). sabemos 
que ela existe. 
Efectuemos neste integral a mudança de variável 


2=9(0, a) 
em que e(t) é uma função contínua, bem como a sua derivada, е 


admitindo uma função inversa. Então, dx = y'(t)dt; demonstremos 
que neste caso a igualdade 
Eita de= $ He (019 (0 de @ 


é satisfeita. 

Subentende-se aqui que a variável £ será substituída depois da 
integração do segundo membro pela sua expressão em função de x 
tirado de (1) 

Para justificar a igualdade (2) neste sentido, basta mostrar que 
as duas quantidades consideradas de que cada uma apenas é definida 
a menos de uma constante arbitrária, têm a mesma derivada em 
relação a x. A derivada do primeiro membro é 


(170) а). =} (2). 
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Derivemos o segundo membro em relação a х tendo em conta 
que г é uma função de a. Resulta da igualdade (1) que oy в) 
e, em virtude da regra de derivação das funções inversas, 
d. À 
AT 


Temos, por conseguinte: 


(Javea), (Jemen) t= 


ONO cm feto] 


As derivadas em relação u x dos dois membros da igualdade (2) 


são pois iguais, с. q. d. ۴ 
РА unção x = 000 deve ser escolhida de maneira que se saiba 


calcular o integral indefinido que figura à direita da igualdade (2). 


Nota — É, por vezes, preferivel escolher a mudança de variável 
sob a forma г = у(х) em vez de x = y (D. Mostramo-lo num exemplo. 
Proponhamo-nos calcular um integral da forma 


үке 
va 
Aqui é cómodo fazer 
vt 
então, 
W (2) dz — dt, 
v (2) de de 
|а onec toco rec. 


Demos, como aplicação do que precede, alguns exemplos de 
integração por mudança de variáveis. 


Exemplo—1. | Vienx cosxdx=? Efectuemos а mus 


vel recens; então, df= cots ds e, por conseguime, | V 


, Façamos {= ; então, 


— 


Demonstra-se, nos exemplos 3 e 4, as fórmulas 11 e 13 do 
quadro de integrais (ver mais acima, $ 2). 


do, асе, 


Exemplo | toes? SE =1 Façamos ¿Log 


|top #— | ra rom} toite 
Esemplo 6 | r=? Façamos 


tpa 4 1 
- juu чеш +с={фиеща+. 


O método de integração por mudança de variáveis é um dos 
métodos mais importantes do cálculo dos integrais indefinidos. Mesmo 
quando empregamos um outro método, sucede muitas vezes que se 
deve efectuar uma mudança de variáveis durante os cálculos inter- 
mediários, O sucesso da integração depende frequentemente da nossa 
habilidade em escolher a mudança de variável apropriada que sim- 
plifique os cálculos. Eis porque o estudo dos métodos de integração 
se reduz à determinação da mudança de variáveis a efectuar para 
integrar uma dada função, O presente capítulo é consagrado, em 
grande parte, à resolução deste trabalho. 
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$ 5. Integração de certas expressões contendo 
o trinómio ax + bx c 


1. Consideremos o integral 
, | de 
=) а Н+” 


Transformemos, primeiramente, o denominador pondo-o sob a 
forma de uma soma ou de uma diferença de quadrados 


eee [+ 2+ 5| = 
^ „ү 
- dete (e) (> 


ll 


xd 


Tomar o sinal mais ou o sinal menos, consoante o sinal do 
primeiro membro da relação precedente seja positivo ou negativo, 
isto é, consoante sejam as raízes do trinómio ax" + bx + с complexas 
ou reais. 

O integral /, pode, pois, ser posto sob a forma 


МЕМЕТ 7 
b у i 
2] El 
ur 
Efectuemos uma mudança de variável fazendo 
b 


-f ur. 
аы 


ЕЯ dx — dt, 
Temos, então, 
1 de 
"t j [ET 


são precisamente os integrais 11º e 12 do quadro. 


Esemplo—1. Seja calcular o integral 
de 
IE 
Resolução. 


1= um بے‎ 
Erê ra J ират 


4 5 To ш 
lao 


Façamos a mudança de variável x42=1 dx= dt, 
Depois da substituição em 1, encontraremos um integral do quadro dos 


Il Consideremos um integral de um tipo mais geral 


ho | AEE ш 
ar + brte 


Ponhamos a função a integrar sob a forma seguinte 
A Ab 
(0-44) 

f 2a (Qaa + b)+ 2a 

а? brc 
Este integral pode ser posto sob a forma duma soma de dois 


integrais e, retirando os factores constantes de debaixo do sinal 
soma, temos 


Af_2r+o Ab de 
2а = а (в a meu 

O segundo integral é justamente /, que sabemos calcular. 
Efectuemos uma mudança de variável no primeiro integral fazendo 

a+ bz 4 em, (2az + b) dz = dt. 

Por conseguinte, 

j (2az + b) dz _ 
az с 


һ= | Ах+ В 
Uo Jairo 


pa — Log| +С ора + bz + c] EC; 
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pode ser calculado com o auxilio de “transformações análogas às 
a 


а= 


280 
Temos, então, finalmente: 

ГА A Loge r pe] + (5-45). 

2a 2a 


Exemplo —2 Seja calcular o integral 


——À 
Consideremos o integral 
f de 
Var + br +e 
Com а ajuda da mudança de variável indicada no ponto | deste 
parágrafo reduz-se este integral segundo о simal de а ou a um 


integral do tipo 
dt 
| ува 
no caso em que а> 0, ou а um integal do tipo 
а 
j vee” 
по caso em que a 0: estes dois integrais figuravam no quadro 


de integrais (ver as fórmulas 13' e 14), 


ТУ. O integral 
j Az+B y; 
Var + bz +e 


consideradas no ponto Il; 


А 
Letoa 
Var bee 


Je] 


Efectuemos no primeiro integral uma mudança de variável, 


fazendo 
(dar + b) de = de, 


a+ brt e= 


de уу VAR TE 
тез ша | —=2V140=2Var + bz e 
Уа? + bz +e f vi ТЕРЕ 
O segundo integral foi já calculado no ponto Ш. 


Exemplo 
ETETEN 


cra lei 


“al ves 
SVAF D- Log | 2+2+V EF 


VEEM" е2 VAFO] C. 


$ 6. Integração por partes 
Se и e v designam duas funções deriváveis de x, sabe-se que 


[E 


o diferencial do produto uv & 


4ш) =n de + vdu. 


Integrando-se, obtém»: 
uv= judo f vdu 
i) 


udi f vdu. 


E o que se chama a fórmula de integração por partes. Utilizae 
geralmente esta fórmula para a integração das expressões que 
ser postas sob a forma de dois factores u e dv, tais que а 
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ja função y a partir do seu diferencial dv e do cálculo do integral 
vdu constituem um problema mais simples que o cálculo directo 
integral pes A habilidade requerida para efectuar uma escolha 


judiciosa dos dois factores u e dy necessita uma certa experiência que se 
adquire pela resolução dos exercícios, Indicaremos, nos exemplos, como 
é preciso proceder em casos semelhantes. 


Esgoto suma Рана 


u=r, du=sntde; 


então, 
du=de, vet 
Por conseguinte, 


[€ 


Nota — Quando determinamos v a partir do seu diferencial dv, 
podemos tomar uma constante arbitrária, visto que ela ndo figura 
no resultado final (o que é fácil de verificar, substituindo na igual 
dade (1) v por v + C). Eis porque é preferivel escolher esta constante 
igual a zero. 

O método de integração por partes, emprega-se frequentemente, 
Por exemplo, pode-se calcular com o auxilio deste método os integrais 
da forma 


fa! sen az dz, $2! cosaz dz, 
Галеча (Аара, 


assim como outros integrais nos quais entrem as funções lrigonomé- 
tricas inversas. 


Exemplo — 


então, du= ‚ү к=. Por conseguinte, 


P 16 
азага jme torpet 


Exemplo—3, Seja calcular | 2208 da. Faamosucct do 
ento, du 2 de, iet 


ade; 


[arietes IE 


эй кшш Û мее. Pagamosu=aretgs, dido: 


Apliquemos de novo а este último integral o método de integração 
EE integral о método de jo 


ТЯ 
dry=e dx, ny 


Então, 


ftam [orar vo 


+e. 
Temos, finalmente: 


[eri aee tOna ae pie A (en O: 


Exemplo —4, Seja calcular] (et 
51 dv= cos Be de; ento, 


cos 2x dz Façamos u= zt 


dass (Qr T) dz, pos 


| (014725) cos 2 de 


fazendo 


ja 


Donde, em definitivo: 


A 


Exemplo 5 1: | =й de 


Multipliquemos e dividamos a função a integrar por үлт 


| a [a ly 
E 


Apliquemos a este integral o método de integração por partes, fazendo 


" 


zdr 
Via" 


—ys-s 
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Í 


Substsndo еме resultado na expressão que acabamos de obier ante- 
riormente pelo integra! procurado, determinamos 


(VEA ascia Eos VATT | VETA de 
5 temos, finalmente: 


Efectuando certas transformações elementares evidente 


| Veru P are sen E У.С. 


T 
m" 


Aplicando o método de integração por partes ao primeiro integral, tem-se 


шее, dis ars, 


dos eo bz dr, vr, senha, 
| cose dem ensi [енн 


Apliquemos de поо o método de integração por partes а este último 
integral: 


umet, du ae, 
1 
du wen bs de, v= —— cos bz, 


| ett sambe de= ennt | entes 


Substituindo a expressio obtida na igualdade precedente, temos: 


(o sen ba a com be) 
eat cos br de Aa, 


[сч 


$ 7. Fracções racionais. 
Fracções racionais elementares e sua integração 


Como vamos ver, não são todas as funções elementares que se 
integram com a ajuda de funções elementares, Eis porque é muito 
importante definir as classes de funções cujos integrais podem ser 
expressos com o auxilio de funções elementares. Entre estas classes, 
a mais simples é a das funções racionais, 

Toda a função racional pode ser posta sob a forma de fracção 
racional, isto é, sob a forma de quociente de dois polinómios: 

OU) BEB y us 


JU) Ay Am A FA 


Podemos supor, sem restringir a generalidade, que estes polinó- 
mios não têm raizes comuns. 

Se o grau do numerador é inferior ao do denominador, diz-se, 
então, que a fracção é regular по caso contrário diz-se que ela é 
irregular. 

Se a fracção é irregular, dividindo o numerador pelo denominador 
(segundo a regra de divisão dos polinômios). pode-se representar а 
fracção inicial como a soma dum polinômio e duma fracção regular; 


Qía) El) 
MI „мул. DEL 
fo) s To) 

em que M(x) é um polinômio ¢ a. uma fracção regular, 


Exemplo 


1 Seja 


Кге 


uma fracção racional irregula 
Dividindo o numerador pelo denominador (segundo a regra de divisão 
des polinómios), temos: 


de 


A integração dos polinómios não representam nenhuma dificul- 
dade, o nosso trabalho consiste, então, em integrar as fracções racionais 
regulares, 


Definição — As Irusções racionais regulares do tipo: 


uy (A ê um numero inteiro positivo > 2). 


386. CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL. 


EE 
TU. Тоу у (es raízes do denominador são complexas, isto é 
-4<0 
Ar 
IV. qa устуу Uk é um inteiro > 2; as raízes do denominador 


são complexas) chamam-se, respectivamente, elementos simples de 
tipos 1, 0, Ше IV. 

Demonstraremos, no parágrafo 8, que toda a fracção racional 
pode ser posta sob a forma de soma de elementos simples, Por esta 
razão, consideraremos primeiro, os integrais dos elementos simples 

'A integração dos elementos simples de tipos 1, П e Ш nào 
apresenta grandes dificuldades, eis porque integramo-los sem dar expli- 
cações detalhadas; 


-a|- C. 


A z= A а) dr = 
u |r" ife а^ dz 


€ — 
арг +9 


irs 


INTEGRAL. INDEFINIDO 387 


A integração dos elementos simples do tipo IV i 
cálculos mais complicados, Seja calcular um integral: Б 


Аг +В 
Iv. Га 
GE pra 


Efectuemos as transformações: 


A 

me E Dial us 
(4 pz dq [nml 
A f 22 +р Ap de 

=> d 2 = 
2) ре «n talk 


O primeiro integral pode ser calculado por uma mudança d 
variável pondo z* + pr + q = t; Qs p de dr: iit 


2‹+р 
A E 
Sai 


Chamemos /, ao segundo integral e ponhamo-lo sob a forma 


n= | Ж 
cr аы 
(рх +9) 


dr=dt, q— p 
(por hipótese, as raízes do denominador são complexos e, por conse- 
guinte > 0). 

Procedemos, em seguida, da maneira seguinte: 


Su i (etme 
pa A e OE 
А) tee (ua #7 


oO ooo RM M UIT 


388 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Transformemos este ultimo integral 


f vd 


A "ү 


tj dtm 
t 
2) (at 


Integrando por partes, obtemos: 


\ SUR ف‎ [55 1 E dt | 
IT (ay (Y 


Substituindo esta expressão na igualdade (1), temos: 


Ena nte A [2 


O integral que figura no segundo membro é do mesmo tipo 
que 1, com a diferença de que o grau do denominador du função 
a integrar é duma unidade inferior (k = 1): então. exprimimos /, 
em função de һы. 

Aplicando, “sucessivamente, este processo chegase ae integral 


conhecido; i г 
Wa 


Substituindo em seguida 1 e m pelas suas expressões correspon- 
dentes em função de x, obtém-se a expressão do integral IV em 
função de x, A, B, p. q 


Exemplo =2 


INTEGNAL INDEFINIDO E] 
Façamos neste último integral 1e: 
dr t de de KEES 
Sa Para Ml FIT j mr “= 


ТЕЗЕГИ Hera Ea d.d 
£z: кн б=т уз oe YA Û epe 


Consideremos, agora, ese último integral: 


į - pad 
TTT i 
bd. Че. Ж 


+) Te 


e 

vê 

мий! juntar uma constante arbitrária;  escreve-la-emos. na expressão defi- 
4 Por conseguinte, 


“ 


¡mar 


uum Ss Me mu 

туг" ару тур у 
Temos, finalmente 

У? а le, 

note Vi +0 


$ 8. Decomposição das fracções racionais 
em elementos simples 


Demonstremos que toda a fracção racional regular pode ser 

posta, e isso duma só maneira, sob a forma duma soma de elementos 

simples 
Seja: 


FQ) 
Ha) 


uma fracção racional regular. 

Suporemos que os coeficientes dos polinómios que a compõem 
são reais e que, além disso, a fracção é irredutível (isto é, que o 
numerador e o denominador não lêm raizes comuns). 


Teorema — 1. Seja x = a uma raiz múltipla de ordem К do 
denominador, isto ё, f(x) = (x — aJ f (x), em que f, (a) #0 (ver $6, 


esie ai 
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Cap. УШ); a fracção regular EE) pode, então, decompor-se пита 


fi) 
soma de duas fracções regulares da seguinte maneira: 
FG А F, (2) T 


na (raf earth 
em que o coeficiente A é diferente de zero e F, (X) é ит polinómio 
de grau inferior ao do denominador (x — а) E, (x). 

Demonstração — Escrevamos а identidade 

FG) | A Fla) — Af) 

TAO) 
(esta tem lugar qualquer que seja 4) e determinemos 4 de modo 
que o polinômio F (х) = Af, (x) seja divisível por x — d. Em virtude 
do teorema de Bezout, é preciso е basta que a igualdade 


Fla) — Af (a) — 0 
seja verificada. Como f, (a) 7-0. F (a) + 0, pode-se determinar A duma 
maneira univoca a partir desta igualdade com 


@ 


Para um tal A temos 
F(a) — Af (ш) = (к— а) Fio), 

em que Еу (х) é um polinômio de grau inferior ao do polinômio 
(e — a)*-1], (x). Simplifiquemos a fracção na fórmula (2) dividindo о 
numerador e o denominador por (х — a), Obtemos, então, a igualdade 
procurada (1). 

Corolário — Pode-se aplicar um raciocínio análogo à fracção racio- 
nal regular 

Fila) 


(r— a h (a) 


que entra na composição da igualdade (1). Assim. se o denominador 
da fracção tem uma raiz múltipla x = a de ordem K, pode-se escrever, 


Fa) A Ay A Fa) 
TM tece + ла 
em que LZ é uma tracção regular irredutível. Pode-se aplicar о 


2 
teorema Tn аме de demonstrar a esta nova fracção, se fı (x) 
tiver outras raízes reais. 


Estudemos agora о caso em que o denominador tem raizes 
complexas, Lembremo-nos, primeiramente, que as raizes complexas dum 
polinómio de coeficientes reais são conjugadas duas a duas (ver $ 8, 
Cap. VID, 

Na decomposição do polinómio em factores reais, a cada 
de raizes conjugadas corresponde uma expressão da forma ¥ + px qi 
se as raízes complexas conjugadas são múltiplas de ordem p, a 
expressão correspondente será (22 + pz + q)^. 


Teorema — 2. Se f(x) = (х* + px + q)" е, (X) em que o polinómio 
pr (х) não é divisível por х? + px +q, a fracção racional regular zi 
pode ser representada pela soma de duas fracções regulares da RE = 
Seguinte 

Fg) _ MryN ENC) o 
TO a a qa) 
@ үе ied pa polinómio de grau inferior ao do polinómio 

Demonstração — Escrevamos a identidade 

кш ға 

өӊ) peg 
MEAN Fla) — (Mz + №) q (2) 
Ce "wo ' 
que tem lugar, quaisquer que sejam M e N. Determinemos M e № 


de modo que o polinómio Р(х) — (Mx + N) pı (x) seja divisível. por 
x + px + q. Para isso, é preciso e basta que a equação 


F (2) — (Mz + N) qu (2) =0 


tenha as mesmas raizes а + i8 que o polinômio л? + рх + 4. Por 
conseguinte, 


F(a + i) — LM (2 3-19) + N] (a + ip) = 0 


[2] 


Р y Fc ib) 
меф) SA 

FG) "n (ce + if). 
Mas (a ipj 6 UM número complexo, bem determinado, que 


se pode pôr sob a forma К +il, em que К e L são números reais. 
Assim, 
Me +i +N 


K+il; 
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donde 
MP=L 


on 
Lo y kl 
8 в 

Se se escolherem os coeficientes M e N desta maneira, о polinómio 
Fix) - (Mx + N) e (x) terá por raíz a iB, e, por conseguinte, a 
raiz conjugada a — if. Assim, este polinómio é divisível exactamente 
por x — (a + iB) e x — (a i), e, por conseguinte, pelo seu produto, 
isto é, por x + рх +q. Designando o quociente desta divisão por 
ту (х), oblemos: 


F(z) — (M + М) qi (2) = (2° + pz + q) Dy (2). 


Simplificando por а! + px + q a última fracção da igualdade (4). 
deduzimos a igualdade (3), е é claro que «^ (х) é um polinómio de 
grau inferior ao do denominador, c. q. d. ии 

Aplicando os teoremas 1 e 2 à fracção regular 777) » determinam-se 
todos o» elementos simples correspondentes às raizes do denomi- 
nador f(x). Podemos, então, enunciar a proposição seguinte, 

Se 

1а) = (r — af (хт — 0). (P prx E" 
EM I EE 


a fracção "d pode ser decomposta da maneira seguinte: 


OMAN (5) 
aem 
Muss + No 
ropa 
HE ар 
(+ +0) 


сеф 


4 


B, Ba, 
em conta as considerações seguintes. A igualdade (5) é uma identidade, 
por conseguinte, se reduzirmos estas fracções ao mesmo denominador, 
teremos nos denominadores à direita e à esquerda polinómios idén- 
ticamente iguais. Igualando os coeficientes das mesmas potências de x, 
obtemos um sistema de equações para determinar os coeficientes des: 
conhecidos A, Ay vu B, By cu 

Podemos, igualmente, determinar estes coeficientes tendo em 
conta a nota seguinte: os polinômios que se oblém à direita e à 
esquerda da igualdade após reJugáo das fracções ao mesmo deno- 
minador devem ser idênticamente iguais, por conseguinte, os valores 
destes polinómios são iguais qualquer que seja o valor de x. Dando 
a x certos valores concretos, obtemos as equações necessárias para 
determinar os coeficientes. Б 

Assim, demonstramos que toda a fracção racional regular pode 
ser рома sob a forma duma soma de elementos simples. 


pa 
Exemplo — Seja decompor а trato r y —, em elementos simples 

Em virtude da fórmula (5), temos: E TN 
ERO 4 
[XI ETT 
Reduzamos ao mesmo denominador comum as fracções e igualemos ou 

numeradores. Oblemos: 

AAN) 


Do (Ae B) 2 (A HIB) 84 (4— 4,342] 38) + 
+ 1224-00, 
Igualando os coeficientes de 2º, x, tl, x°, obtemos um sistema de 
equações para determinar оз coeficientes: 


A resolução deste sistema Ш, 
i. 2, 
ati des medo 


Poder-se:ia. igualmente, determinar certos coeficientes а partir das equa- 
ções que se obtêm da igualdade (6) que é uma identidade em x, dando à 
variável x certos valores particulares. 

Assim, fazendo x = — 1, obtemos 3 = — 34 ou A 


— 1: fazendo x=2, 
obtemos 6 = 27; В = 2. Se juntamos a estas duas equações duas outras 


obtidas igualando os coeficientes das mesmas potências de x. teremos quatro 
equações a quatro incógnitas para delerminar o» coeficientes, Temos, finalmente, 
à decomposição: 
a42 o » b 
а ug A 90-2 ^ 


1 2 2 
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395 
$ 9. Integração das fracções racionais Exemplo — 1. ¡Ver exemplo no * 5, Сар X) 
Sam = ہہ | ++ ہی‎ rS 
Seja calcular o integral da fracção racional LC), isto é, o integral der a a T erm TJ rer 
m fe jer mre 
MT dr, oi EN 2 2—2 
Hg Ln DNE 774 +рш | zr +0. 


Se a fracção dada é irregular, pomo-la sob a forma duma soma 


linómio M (x) e duma fracção racional regular ^8 (ver $ 7). 
Pomos, em seguida, a fracção T sob а foma duma soma de 
elementos simples (ver (5), $ 8), Assim, a integração duma fracção 
racional arbitrária reduz-se à integração dum polinômio e de vários 
elementos. simples. 

Vimos, no $ 8, que estes elementos simples eram definidos pelas 
raízes do denominador f(x) Os diferentes casos são possíveis: 


dum 


1. caso — As raizes do denominador são reais e diferentes, isto €, 


1@ = ( — a) b)... (— d. 


Neste caso, a fracção 7 decompóese em elementos simples 


= A Log| z — | + BLog|z — b| +... 
sc DLog| z — +С. 


2º caso — As raizes do denominador são todas reais, mas algumas 
são múltiplas: 


На) = (2 а)" (2-0) ...(e—d). 


Neste caso а fracção 20 pode ser decomposta em elementos 
Б 
барии poe елп Т 


шеф" denominador tem rales complexas simples (isto é, 


7@)= (24 pat g) (+ las)... (=a)... (r— d). 


Neste caso, a fracção 79 decompõe-se em elementos simples 
dos tipos 1, П, Ш. 


Exemplo —2. Seja calcular o integral 
ade 
PDT ' 


Decomponhamos a f gra sa періо 
elementos simples er d) d. бар, KT O о к de іп e 


eri 
їс} “Л M 
or ei EI Д +1 
2= (AD) (E) Се). 
Fazendo x= 1, obtemos: 1=20, 
Fazendo х = 0, obtemos: 0=—B4+0, B= 
Igualando os coeficientes de x, temos 0m 4 +С, donde 4=—-L. 
Assim, 
E 1 (e 
IE ==] аен] 
iç zd ае ш A de 
м 5 4% bx +1) 
1 
= Logjat + Log] z-- +С. 


4 саво — O denominador comporta igual 
múltiplas: ¡porta igualmente raizes complexas 


1(@) = (4 pr + P(E} lz + 9)"... (0 ap ssi (2 — dy. 
Neste caso, os elementos simples do tipo IV entram também 


na decomposição da fracção ^ (2). 
fü) 
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Exemplo 3, Seja calcular o integral 
pa [EIER] 


TO er 
Resolução — Decomponhamos 


fracção em elementos simples: 


nera 
PAK 


ЖҮ ШШЕ ШЕ: 
тү PFEF A 


A a tees 
(Ac HD ACER VA RE) (EA DA (2 2e 


Combinando os dois métodos dados para » determinação dos coeficientes, 
obtemos: 


4-4, В--—1. C70, 0-0, £1. 
Temse assim: 


ARA (o É ou 
ol arm” 


zt 
amt О 
Game te m tnl 


v exemplo 2, 4 7, Сар, X, o primeiro integral do segundo 


Caleulám: 
ulado imedia amente. 


membro. O segundo integral pode se 


Resulta do estudo efectuado que o integral duma função racional 
qualquer pode ser expressa por funções elementares em número finito: 


1) por logaritmos, se оу elementos simples são do tipo E; 

2) por funções racionais, se us elementos simples são do tipo Il; 

54) por logaritmos e arcos tangentes se os elementos simples 
são do tipo ME 

3) por funções racionais e arcos tangentes se vs elementos sim- 
ples são do tipo IV. 


$ 10. Método de Ostrogradsky 


Pode-se empregar um outro método para calcular o 
duma função racional quando o denominador tem raizes múlti 
Este método é m simples: cle permite isolar a parte racional 
Jo integral sem d. fracção em elementos simples e. em seguida, 
integrar uma fracção racional cujo denuminador só tem raízes simples. 
A integração de uma tal fracção não apresenta nenhuma dificuldade, 
Visto que ela pode ser decomposta em elementos simples dos tipos E 
e HL Este método é devido ao célebre matemático russo M. Ostro- 
gradoky (1801-1861) e € baseado nas considerações seguintes. 
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Seja integrar uma fracção racional regular LU em que 

(а) 
Па) (e и h (ера "о а). 


ече caso. em virtude de fórmula (5), $ 8, а operação reduzse 
simplesmente à integração de elementos simples dos quati 3 
siderados (ver $ 7) Mais: : ا‎ 


1) O integral duma fracção do tipo 1 
do tipo Y, s 
(=a)! ` 
2) O integral.da fracção é uma soma de fracções 
do tipo MIEN” om que ие <и 1, e dum integral do ti 
AS Sa-i, integral do tipo 
( mem) 
jp 


Deixemos de lado, por momentos, a integração das fracções de 
tipos I e UL. 

Adicionemos as fracções racionais que se obtém após integração 
das fracções dos tipos Il e IV: deduzimos uma fracção racional 
regular do tipo 59. em que о polinómio O (x) é igual a 


QU) — lao ДЦ 


c He pedi (n b TA 


Y tx) é um polinômio cujo grau é inferior em uma unidade ao 
grau do polinómio Q. 
Adicionando os integrais de todas us fracções dos tipos I e Ш 
Ne 


(compreendidos os integrais do im fa аг, obtidos por inte- 


Pz q 
gração de elementos simples do tipo IV), deduzimos o integral duma 


fracção regular do tipo 7 em que Р(х) é um polinómio, 


Pir 


tale b). NON 
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Assim, determina-se que 


Fly Үш) [ima 
s ot ^J pi) ^ m 


X (x) é um polinômio cujo grau é inferior em uma unidade, à 
do polinómio P(x). 

Determinemos agora os polinômios X (4) e Y (x). Pai 
vemos em relação à x os dois membros da igualdade ( 


FQ) QY-Qr, x 


tal deri- 


mn e P 
on 
ray ЦӘ ADO, rox ш 


° e P 
expressão que figura à Jireita é um polinómio. 


Mostremos que 
PQ; por conseguinte, podemos pôr a iguál- 


Lembremos que f (x! 
dade (2) sob a forma 


F()=PY - "ох e 


Restu-nos. então. provar que u expressão — т, um poli- 


nómio ou que РО? ё divisível por Q. Notemos para isso que 
ES [Los OF = [re = D Logie—0) + (6 — D Logía—0) + 
ee C Log (E p pri) ds 
—1 


—a 


HV — f) Loge а S] 


(и — 0) (22-р) (у — t) (224-0 
фро í Lr 
O polinómio P será o denominador comum das fracções que 


figuram no segundo membro. O numerador será um polinómio de grau 
inferior ao de P. Designemo-lo por Т. Assim, 


gom 


Por conseguinte, а expressão 


pL 
о 


é um polinómio, A igualdade (2) torna-se, então, 


t 
pT y_y 
pY=1Y 


(= PY — TY 4- QX. o 


Igualando os coeficientes das mesmas potências de x, obtemos 
um sistema de equações de onde determinamos os coeficientes des. 
Conhecidos dos polinómios X e Y. 


Exemplo -Seja calcular. 


1 
Pete 
Resolução — Neste cuo 
(в) = (e 02 (ut aaa, 
Pasanen, 
ТЕ "- 
А igualado (1) transformasse, então, emi 


dat Bo | = " 


1 (90 gae 


В) (det 1 Be C) sti Fr 10 
= TUM C 


(=D (AD) (Ag веч C) дац (et) ert Fe). 
Ixualemos os coeficientes das mesmas poti 
tema ae i eiie. pa demi «Pois, de р Obter um 
0-5, D 
[e 0= 
—28+6, APO, 
A resolução deste sistema dá-nos: 


' E=0, 4-0, 00, B: 


1 2 
qr FS Gk. 


Substituamos os valores achados dos coeficientes na igualdade (4). Temos: 
1 2 


400 CALCULO DIPERENCIAL E INTEGRAL 


O denominador deste último integral só tem raízes simples, por com 


seguinte, à integração nào apresenta nenhuma dificuldade e temos, finalmente 


повре drop Tog hende 


2 VA ا‎ 
‚Уш 


va 


§ 11. Integração das funções irracionais 


po. 


Não é sempre possivel exprimir o integral duma função irracional 
quer com o auxilio de funções elementares. Vamos estudar, neste 
rafo e nos parágrafos seguintes. as funções irracionais cujos 
integrais. pedem ser reduzidos por mudança de variáveis apropriadas 
às funções racionais que sabemos integrar, 


1. Consideremos à ient] n(». gs ED гет que R 


é uma função racional dus seus integrais (*). 


des М 
Seja A o denominador comum das fragües P, i, 7, 


Efectuemos a substituição 


uz 


dz= kt" dt. 


Cada potência fraccionária de x pode, então, ser expressa por 
wma potência inteira de 1, e, por conseguinte, a função a integrar 
transforma-se numa função racional de t 


Seja calcular o integral 


Exemplo — V 


27) indica que se efectua, Unicamente, 


¢) O simbolo A(z, z^ , que se ele 


operações racional obre às quantidades de 2, 
spo jr ti 
Aux] b ) LA oh 

ax, соп, etc, que empregaremos adiante, devem ser interpretados da 
AES ascia Por etti, Күрт, cota) lia que se eee operações 
айаш wobre den е сою. 


os simbotos R (z, EE. 
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Resolução — О denominador comum das fracções 1. e ® é 4 Façamos, 
Por conseguinte, x = ге, dx= f dr; então, * 


4 
ginti Hnnc. 


П. Consideremos agora os integrais do tipo 


pe EE... (e. 
ez + й er + d, y 
Efectuando a mudança de variável 
pára o 
cepa 
reduz-se este integral ao duma fracção racional em que К designa o 
denominador comum das fracções t, ,,., £ 


Exemplo == 2. Seja calcular o Integral 
¡Ea 


Resolugdo-—Fagamos x + 4 = f, xen —4, de= didi, então, 


) a 2 [ain ft > 
Yeh nag | LE a | ۹ 


$ 12. Integrais do tipo ко, VITRO 
Consideremos o integral 
ГА, Уа? X bz 4- o) dz. 


Este integra pode ser reduzido ao duma fun ional 
substituições de variáveis de Euler Pri pe- 
2 
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1. Primeira substituição de Euler. Se а > 0, faz-se: 


Var + bz Fe 4 Vaz t. 
o sinal mais antes de Va: Então, 


Tomemos, para fixar idei 


а? + bz pc az 2 Vaat 4- P, 
donde x é definido como uma função racional de 1; 


(dx é também uma função racional de 1), por conseguinte, 


ё " 
xS 
b—2tVa 
isto é, que Vaz" T Ux + c é reduzida а uma função racional de f 
Visto que Vaz? bz + с, x e dx se exprimem por funções 
racionais de t, o integral (1) é, pois, reduzido ao duma função 
racional de r. 


Vas d bak e Vaz-- te Va 


Seja calcular о integral 


via: 


Resolução — Visto que aqui a = 1 > 0, fazemos VIT = se +1; então, 


Exemplo — 


(€— 
donde 


Por conseguinte, 


VAS PL 


Voltando ao integral inicial, temos: 


(ver a fórmula 14 do quadro de integrais). 
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2. Segunda substitui, 


jo de Euler. Se ¢ > 0, fazemos: 
Var + bz p e ste Ves 


ал? + ba с n Ve с 


(tomamos, para fixar ideias, o sinal mais antes da raiz) donde x 
é definido como uma função racional de £: 


2Vet—b 
af 


Visto que dx e Vari+bx+ ese exprimem igualmente por 
funções racionais de t, então substituindo os valores de x, aa} hr Fe 
e de dx em função de 1 no ineo | Rr V TF bz + c) de reduz-se 
este último ao integral duma função racional de r 

Exemplo —2. Seja calcular o integral 

y a, 
2 Virpi 
Resolução — Façamos VIFIFA=2141; então, 


A 


PER m 
VEA A 
VA PE, 


rem lado эз expresos assim obtidas no integral que desejamos calcular 


PE AAA 
ya J ER o “= 
a 
=2 | Eyes aros | p= 
tog | EYEE zie- 


Vial 
3 4 Log 2042 утрата с. 


3. Terceira substituição de Euler. Sejam a e B as raízes reais 
do trinómio ал? + x +e. Façamos: 


Ма? + bz 4- e (c — 2) t. 
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Comoaz* + bz + c = a (z — a) (т — p) resulta: 
Va(z—a)(z—B) = (z — a) t, 
a(z —a)(z — B) (z— ay e, 
а В) = (2—9) ё; 


х exprime-se, então, por uma função racional de r: 


Dado que dx e Vaz! + br Fe 540 igualmente funções racionais 
de 1, 0 integral considerado, reduz-se, por consequência. ao duma 
função racional de 1. 


Nota = 1. A mudança de variáveis indicada na terceira substi- 
tulgáo pode ser aplicada não sómente quando а < 0, mas também 
quando a > 0, se sómente o trinómio ад? + bx + с tiver raízes reais 


Exemplo —3 Seja calcular o integral 


f de 
Vara 
Resolução — Como 22-432 —4=(x+4) (24) façamos 
VEND =(244) е; 
ento, 
ГЕТЕ 
tian 


(2440, 


Ут |. 
Voltemos ao integral considerado; temos: 


Vitas = joan |с 


Nota—2. Notemos que as substituições de variáveis de Euler 
indicadas nos caso: | e 3 bastam para que o integral (1) seja reduzido 
ао duma função racional. Com efeito, consideremos о trinómio 
п? + bx +e, Se bi — дас > 0 as raizes do trinómio são reais, с 
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estamos, pois, em presença do caso 3. Se 0° — 4ас < 0, temos, 
neste caso 


a + be + e [ак bf бас — IP] 


e. por inte, o sinal do trinómio coincide com o de a, Para 
que Y aat T be s seja real, é preciso que o irinómio seja positivo 
e, partindo daí, que a > 0. Estamos, então, em presença do pri- 
meiro caso, 
§ 13. Integração dos binómios diferenciais 
Chama-se binómio diferencial à expressão 
a" (a + ba") dz, 
em que m, n, p, a, b são constantes. 
Teorema — O integral do binómio diferencial 
Sa” (a + ba") de 


pode ser reduzido, se m, n, p forem números racionais, ao integral duma 
função racional, e, por conseguinte, pode ser expresso com o auxilio 
de funções elementares, nos três casos seguintes: 


1) р é um número inteiro (positivo, negativo ou nulo); 


А 
2) "EL é um número inteiro (positivo, negativo ou nulo); 


3 pra + p é um número inteiro (positivo, negativo ои nulo). 


Demonstração — Façamos a mudança de variável 


Então, 


i 
(a+ bi)” de= 


fatma (1 


em que 
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I. p é um número inteiro, sendo q um número racional; 
designemo-lo por ^. O integral (1), é, então, da forma 
s 
f R (z*, ads. 
Indicámos no 8 11, Cap. X. que um integral deste género 


pode ser reduzido ao integral duma função racional pela mudança 
de variável 7 . 


1 
2, "СЕ! é um número inteiro. Então, q = ZÊ 1 é também 
" 


um número inteiro, p é um número racional, pois, p = i O integral (1) 
está pois, reduzido a um integral da forma 
+ 
Î RIE, (a + bz)" ] dz. 


Estudámos os integrais deste género no $ 11, Cap. X. Pode-se 
fh. 


reduzi-lo ao integral duma função racional, fazendo a + bz 
mit 


MA, p 4 um número inteiro. Mas, então, 


a e 
=q + p € também um número inteiro. Transformemos o integral (| 


( 2" (a + bz)" de= j ame (=), 


em que q +p é um número inteiro, p= $ é um número racional. 
O integral obtido é, pois, da forma 


" 
)اء‎ 
{к= 

Este integral foi considerado no $ 11, Cap. X. Ele pode ser 
reduzido ao integral duma função racional pela mudança de variável 


Consideremos exemplos destes três casos de integração. 


Exemplo —1 E 


SE. ® 
ata ааа 


2 


Aqui pz — 1 mümero inteiro). Façamos £ 
então, uma expressão linear de =: 


а 2 
z ب‎ EPT 
Ya جه‎ E: | 


Fagamos agora 


=. O parêntesis. torna-se, 


pr 


, Então, s=, ds=2t di, € 


n 


ааш, 


21. П 
{+ танаа Fat 

à ci 
Su Зага t C—3are ug Vi С=З аго F-0, 


Генона 


троа s 2 Cai 
vis jm de, 


Aqui т=з, nmn pm po a mero inteiro) Façamos 


Façamos (1 — а}! = t; o 
1. Temos, com efeito, 1 


$ ferma [urna 


Po CLT ec 


ape, 


pla Т. ШЕШЕ _ ls s 
Exemplo гу -fe 2 (4-2) 


P yp (ineo: ише 


Transtormemos a expressão entre parêntesis, numa função linear: 


Ami m=-2 п=2, p=- 


4 
fe (pat) Paz 


[n pa ja f a 
+ E 
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O primeiro factor é uma função racional. Ps 
о fique igualmente, façamos: 


que o segundo factor 


Моа — P. Tehébychev demonstrou que o integral dos binómios 
diferenciais de expoentes racionais não podem ser expressos por funções 
elementares a não ser nos trés casos citados anteriormente (com a 
condição, bem entendido, de 4:20 e 60), Se nenhum dos núme- 
ros p тА y for inteiro, este 

п п 
por funções elementares. 


egral nào pode ser expresso 


$ M. Integração de certas classes de funções trigonométricas 


Apenas estudamos até aqui os integrais das funções algébricas 
(racionais ou irracionais) 

Neste parágrafo consideraremos a integração de certas classes 
de funções não algébricas, e, em primeiro lugar, a das funções tri- 
gonométricas. Seja um integral da forma 


f R(senz, cosa) dr, (1 


Mostremos que este integral pode ser sempre reduzido a um 
integral duma função racional pela mudança de variável 


ut B 


Exprimamos sen x e соза em função de tg Ž e partindo dai 
função de t: > 
24а cos  2зелўсонт 
e л, 
E E 
sent Tp cof E 


cos j — sent 5 


y CRT И 
"TL 


Além disso, 


z= 2а t dre a. 
bi TE 
Podemos, então, exprimir sen х, cos e dx por funções racionais 
de t Uma função composta de funções racionais sendo uma função 
racional, substituindo as expressões assim obtidas no integral (1), 
reduzimo-la a um integral duma função racional: 
f R 2t 1—0] 2d 
кек трај тра 
Exemplo — |. Consideremos o integral 
E. 
senz’ 
las valide адь Таа уйин, podamos, نت‎ 
за 
t-te 
TF 


[nens cosa) de 


fre. 


т == 
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А mudança de variável considerada resolve o problema da inte. 
gração de toda a expressão da forma R (cosx, sena). Eis porque é, 
por vezes, chamada «mudança de variável universal para a integração 
das expressões trigonométricas». Na realidade esta mudança de 
variável conduz frequentemente a funções racionais muito complicadas. 
Por esta razão, é, por vezes, preferível não utilizar a mudança de 
variável, mas recorrer a outros métodos que conduzam mais rápida- 
mente ao fim. 


1) Se o integral é da forma | R(senx)cosxdx, a mudança 

de variável sen x = 1, cos x dx = dí conduz-nos a um integral da forma 
R (0 dt. 

f 2) Se o integral é da forma | R(cosx)senxdx, ele pode ser 

reduzido а um integral duma função racional pela mudança de variável 

sen x dx 

e а função 


integrar apenas depende de tg x, efectuando 
vel ipse t, х= мл, de = Lip, reduzimos 
о seu integral ao integral de uma função racional: 
de 
R (tgx) dz = j R(t) B 
| (ш) Шта 
4) Se a função a integrar é da forma А (sen х, cos х) em que 


зеп х e cosx apenas figuram nas potências pares, empregaremos а 
mudança de variável: 


grt @) 
pois sentx e cosx podem ser expressos por expressões racionais 
de tgx: 
cos! a d - 1 
Ta 146 
a 
ditam MEME M 
iir 1+? 
de 
ї1+ё` 


Depois de ter efectuado esta mudança de variável, obtemos o 
integral duma função racional. 
Exemplo—2. Calcular o integral 
MOT 
Ticos 


Resolução — Este integral reduz-se facilmente a um integral da forma 
{ R (cos z)sen x de. 
Com efeito, 

мез | (Sent rsin 

Tres =) Eyes 


Efectuemos a mudança de variável cosx =. Ent 


сне ранае 


TuS Log (F2) +O 7752 cos 1/8 Log (eos 12) FO: 
Exemplo =3. Caeutar | т=з, 


Efectuemos a mudança de vanavel х= 


5) Consideremos, agora, um integral do tipo | А (sen x, cos х) dx, 
em que R (sen x, cosa) = sen" x cos x dx (em que m e n são números 
inteiros). É pr » aqui, considerar trés casos. 


a) Î sen" costa dx, em que pelo menos um dos números 
m e n é ímpar, Suponhamos, para fixar ideias, que m é impar. 
Façamos п = 2р + 1 e transformemos o integri 


ўзо гоо zd = f sen" z cos" zcosz dz = 
= f sen" x (1 — sent a)" cosa de. 
Efectuemos a mudança de variável 
senz=t, — coszdr- dt. 
Substituindo estas expressões no integral considerado, obtem 
E sen" zcos" x de — Û (^ (1 — P) de. 
É o integral duma função racional de f. 


Exemplo — 4. 
costz | f costzcoszdr (1 sent a) cosx dr 
[a o. ep, 


Fazendo sens = f, созд dr = dr, temos: 


cost z Ud (at (a 
arte [id [e fur 
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b) f sem"; costr dzem que m e m são números pares não 
negativos. 

Façamos т = 2p. п = 24, Escrevamos as fórmulas trigonomé- 
tricas bem conhecidas: 


эт к Dm esi cos 


Substituindo estas expressões no integral considerado, obtém-se: 


= d+ Leonor, ® 


[ent rcot sar f (£- ie] x 


x (+ Lens) as. 
с АД} i d 
Efectuando as operações indicadas, obtém-se um desenvolvimento 
segundo as potências pares e impares de cos2r. Os termos que 
contêm. potências impares podem ser integrados como 
caso a). No que respeita aos termos que contêm potências pares, 
aplicamos, sucessivamente, a fórmula (3), a fim de baixar o grau 
destas. potências. Procedendo desta maneira, chega-se, finalmente, а 
termos da forma | coskxdx que se integra facilmente, 


Exemplo — $ 
ILI | нао de» HIE 

[emman анон [Lam th] c 
c) Se os dois expoentes são pares e se um deles pelo menos 


é negativo, o método indicado mo caso b) nào tem efeito, É preciso, 
neste caso, fazer (px = t (ou colga = 1), 


Exemplo — 6. 


sena dr _ ( sentz (sena cos! 
оойт = cosa 


Façamos Upz—1; endo, гате Ьа 


ЕЯ 
a 


e tem 


[estare [arm [aura 


6) Consideremos, por fim, os integrais seguintes: 
fcosmzcosnrdr, (sen mzcosnzdr, | sên mz sennz dz. 
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Pode-se calculá-los utilizando as fórmulas (*) seguintes (mn): 


1 


соз ma cosnz= зу [cos(m +n) z +cos(m — n) 2), 


den macosnz== renim en) a + sen (m — n) 2], 
senma калг = d [— cos (m +n) z + cos (m — n) z). 
Subtituindo e integrando, obtém-se: 


¡PA 


[eon +1) 2 + cos (m — n) e] dr = 
_ зеп(т п) 

2(m + п) 
Os dois outros integrais calculam«e duma maneira análoga. 
Exemplo — 7. 


1 
T 


Said кайс vende 
| en Seseme de Bas, ade o, 


$ 15. Integração de certas funções irracionais com o 
auxílio de transformações trigonométricas 


Voltemos ao integral considerado no $ 12, Cap. X. 
f R (z, Ма bz 4 с) а, a) 


Vamos mostrar como este integral pode ser reduzido a um 
integral da forma 


[ныш 


{А (sena, cosa) de e 


estudado na parágrafo anterior. 


(8) Podese estabelecer. facilmente, estas fórmulas como se segue: 
соз (m + п) х = cos mx cos nx — sen ma sen mx, cos (т — n) х = cos mx cos nx + 
+ sen mx sen nz. Adicionando membro a membro e dividindo por dois, obtém-se 
a primeira das três fórmulas. Do mesmo modo, diminuindo membro а membro 
depois dividindo por dois, obtém-se а terceira fórmula. A segunda fórmula 
pode ser estabelecida da mesma maneira escrevendo os desenvolvimentos de 
sen (m + n)x e de sen (m — n) depois somando as expressões. correspondentes 
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Transformemos o trinómio que figura sob o sinal de raíz: 


Fagamos 


Então, 


Estudemos, separadamente, os diversos casos тонів 
1. Seja a>0, E > 0. Façamos а =m, eis =n", Те 
remos, então, neste caso: 
Уай тс Vm n 
2 Seas — 0, e <0. Então, 


з СА A 
= — pt. 
а=т, стт 

Рог conseguinte, 


Уатт Унт 
3 Sao c— >0: Então, 
a 
аана 


Por conseguinte 


Var 4 de kem Vr m 
4 Seja a < 0, é — dg < O Neste caso, Vaz TE Fc ша 


juantidade complexa, qualquer que seja x. 
LS integral (1) pode, então, ser reduzido a um integral de um 
dos tipos seguintes: 


т [R(t Vote nar (3.1) 
п. (3.2) 
ш. 83) 


É evidente que o integral (3.1) se reduz a um integral da 
forma (2), se se efectua a mudança de variável. 


n 
=ч 


O integral (32) reduz-se a um integral da forma'(2), se se fizer 


O integral (3.2) reduz-se a um integral da forma (2), se se fizer 


t=” sent, 
m 
Exemplo — Calcular o integral 
¡ar 
Ves 
Hesoluglo— Esie integral 4 do po Ш, Façamos «= use i então, 
ааа eos s ds, 
[o MNT TM 
va) voa = | ar 


$ 16. Funções cujos integrais não podem ser expressos 
por funções elementares 


Indicámos no $ 1, Cap. X (sem dar demonstração), que toda a 
função f(x) contínua num intervalo (a, Р) tem neste intervalo uma 
primitiva, isto é, que existe uma função F(x) tal que Р (л) = f (x). 
Entretanto, qualquer primitiva, mesmo que ela exista, não se exprime 
рог combinações em número finito de funções elementares. 

Tais são, por exemplo, as primitivas expressas. pel 


feas fea. ја, иат, IE 


bem como ainda outras. 


(0 УТ=зепї: =#Теоз:!, consideraremos, para fixar ideias, Um 


caso: [cosz| = cost 


| 
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Em 1040s estes casos, a primitiva que nào pode ser expressa por 
combinações em número finito de funções elementares representa, 
evidentemente. uma função duma natureza nova. 

Por exemplo, as das primitivas 

ВА f ас, 


л 


que se anula para х = 0, chamase função de Gauss e designa-se 
pela notação Ф (х). Assim, 


0= 


Ya f e de C, 


(0) =0. 


Esta função está muito bem estudada, Existe quadros detalhados 
que dão os valores desta função para diversos valores de x, Veremos 
no $ 21, Cap. XVI, como isto pode ser realizado. 


Pig. 204 Fig. 205 


Os gráficos da função y = «e da função de Gauss y = Ф (x) 
estão representados nas figuras 204 e 205. Do mesmo modo, o das 


primitivas 
I VIS авг O (k< 1), 


que se anula para х = 0, chama-se «integral clíptico» e é designado 
pela notação E (a), 


Equ) = | VIE sentada Cs 
E()— 


Existe, igualmente, quadros detalhados que dáo o valor desta 
função para diversos valores de x. 


se 
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"n. —— 


ав Я personat зовно 
а [aero " 
э. | (tse) es M 
н Геге w 
= Генная Я 


MN А 


E j КОЯ Ё 
н э. 


À agris 
dV] 22 en e |, 


v. fith 


[3 f ШЕЛ 


se freiras 


penas 
[T 


DL 
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TFT CON s sen 2r йз, 


"j 


coma de 


Vena 


STE s SÉ 
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“о, 


ин. 


2. 


us. 


MA. 


из. 


ив. 


ит. 


ив. 


no 


120. 


ан. 


122. 


123. 


loer 

j [zr 
үштү 

VIAS 
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ES 
tm, “de 
> Е 


i despacio por pis 
i eras 

ime [шш 
rn 


im. | Logado, 


еар 
im. j Log (1 2) dr. 
эйе. 


rarelgz dz. 


{ 
| 
[o 
j 
f 


\ 

[ye 
[s j reos zdr. 

j 


amni, 
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148 | текш VIA de En 

i. Û 

мв. оце VEF da 

в. фсе m > 


| 

j 
ELM 

| 

| 


lem 
(iat — hs) de 
de m PITA 
iiia fia A 
f с e las» 


Integração das fracções racionais: 


& Integração das funções irracionais: 
LX Э 


Т3 029) р 
ш. [ERES a 
stds т. 


13. dz. 


ть 


j 
j 
j 
а) 
j 
f 
| 
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ne (VE 


Integrais do tipo: j Ríe, Vid tri) de: 


Integração dos binómios diferenciais: 


E 14 
в. [ARTS а, аар зана о. 


192. 


1—2 
2 (140) 


AREA 
ш. У aras, 


196. фә OFF ar. 
Integração das fungdes trigonométricas; 
196. ILI 


197, entrar. 
198. | cost sens zaz, 


199. j cuts gs, 


200. IL 
am. | sentas, 
oe. coto 


om, frenis ostsid, 


216. 


Capitulo XI 
INTEGRAL DEFINIDO 


$ 1. Posição do problema. Somas integrais inferior e superior 


Um forte meio de investigação em matemáticas, em fis 
mecânica, assim como, noutras disciplinas é fornecido pelo integral 
definido, umas das noções fundamentais da análise. O cálculo das 
áreas delimitadas por curvas, arcos, volumes, trabalho, velocidade, 
trajecto, momentos de inércia, etc., reduz-se ao cálculo dum integral 
definido. 


B 2722 
[ET EA Apb or 
Fig. 208 Fig. 207 


Seja у = f (x) uma função contínua dada sobre o segmento [a, b] 
(fig. 206 e 207). Séjam m e М, respectivamente, o seu menor e o 
seu maior valor sobre este segmento. Dividamos o segmento [a, b] 
em n partes pelos pontos 

а=, dy iy, 


sl LEAL. En 
e façamos 
کو رھ‎ бы; аА, 
Designemos o menor е о maior valor de f(x) 
sobre o segmento [zo 21] por mi e My, 


sobre o segmento [z — z,] por m, e M; 5 
. haus 


DI АЦА AAA 
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Formemos as somas Quando f(x) > 0, 


dupla desigualdade obtida admite uma inter- 
x pretação geométrica simples (fig. 208), dado que os produtos m (b — a) 
sy = m, Az +m As +... ma Az, = Y ту Az (1 


s, = M, An + My A2, + (2) 


A soma s, chama-se soma integral inferior e s,. soma integral 
superior — 7 

Quando f (x) > 0, a soma integral inferior tem para valor numé- 
rico a área da figura em escada «inscrita» ACN,CıN: ... Cn-1Nn BA 


е а soma integral superior, a área da figura em escada «circunscrita» 
| AKQUK, ... CoAK A CBA. 
Indiquemos algumas propriedades das somas integrais inferiores 
e superiores, 


a) Dado que ny < М, qualquer que seja i (i 
tem-se, em virtude das fórmulas (1) e (2): 


12 


EET 
(a igualdade correspondente a f(x) = const). 
b) Dado que 
m>m mm cs m, >m, 


em que m é o menor valor de f(x) sobre [a, b), tem-se 


з. = m An, + m, At, +... my Ar, em Az do m Az +... 


| фт Азу =m (Ar, + Ars -+ Arn) = m (b — а). 
Assim, 
s >m(b—a) 
c) Dado que 
MSM, MSM, i M, SM, 
em que M é o maior valor de f(x) sobre [a, b], tem-se 


sy = My Ary + My Az; +... М» Ata < M An МА 


Maz, = M (hn + Nn + 
... Any) m M (6 — a) 
Assim, 
S «M(b—a. 


Reunindo as duas desigualdades obtidas, tem-se: 
mb e s, < МБ — 4). 


Fig. 208 


e M(b- a) representam, respectivamente, os valores numéricos das 
áreas do rectángulo «inscrito» AL,L,B е do rectángulo «circunscrito» 


$ 2. Integral: definido 


Continuemos o exame da questão do parágrafo anterior, Tomemos 


Ф P ste 


um ponto sobre cada segmento [x x) [xs Xd. lt, ce 
designaremos, respectivamente, Pon ue ш ue 
o En (ig. 209). 


gym En. gym hu ios Ta < En e 
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Sejam f£). (6), 2. | (E) os valores da função nestes pontos. 


Formemos a soma 


HE) An EIE) An Hi + Ar — Nf) 01) 


que se chama soma integral para a função f (x) sobre o segmento (a, В]. 
Dado que, qualquer que seja é, sobre o segmento lrj.,, 1/1 se tem 


ту) Mi 
е que ах, > 0, deduzse 


m, Азу <} (E) Nr М, Аа, 
por conseguinte, 


S mAn ЎА Ў Mi Az 


SiS [2] 


A interpretação geométrica desta última desigualdade é que, 
para f(x) >0. a figura que tem sn por área é delimitada por uma 
curva compreendida entre as curvas em estada «inscritas e «cir. 
cunscrita», 

A soma s, depende do modo de decomposição do segmento (а, b] 
em segmentos [7,.,, 2,]e da escolha dos pontos £, sobre estes segmentos. 

Designemos, agora, por máximo [zi zı) o comprimento do 
maior dos segmentos Lp, zi], Lzy, т], < «+ (za, zal. Consideremos 
diversos cortes do segmentos [a, b] em segmentos parciais lzi- til 
tais que máx [2,-4, 24] — 0. É evidente que o número n de segmentos 
duma decomposição tende para o infinito, Pode-se formar para cada 
corte, escolhendo os valores correspondentes {„ a soma integral 


Brenda 


de maneira que se pode falar de cortes sucessivos e da série das 
somas integrais que lhes correspondem. Suponhamos que, para uma 
série de cortes dados, com máx 4x, >0, esta soma (*) tende para 
um limite 1. 

Se para os cortes arbitrários do segmento [a, 6], tais que máx 


Ax >0, e para & quaisquer, a soma Sue) Az, tende para um 


(*) No caso dado, a soma é uma grandeza variável ordenada. 


só e mesmo limite 1, diz-se que a função f(x) 6 integrável sobre o 
segmento [а, P]; o limite / chama-se integral definido da função f(x) 


H 
sobre o segmento [а, b]. Designa-se por | f(x) dr е escreve-se: 


8 
lim Y f(E) Ar — f f(a) dz. 
PENES à 

O número a é o limite inferior do integral e b o límite superior, 

O segmento [a, b] é o segmento de integração, x а variável de integração. 
Indiquemos, sem o demonstrar, que se a função у= f(x) é 
continua sotre o segmento [a, b]. ela é integrável sobre esse segmento. 
É evidente que se no decorrer dos cortes sucessivos para os quais 

max Ax, >0 se verifica para a função continua f(x). a série das 
somas integrais inferiores sa e das somas integrais superiores s». 
constata-se, então que as somas tendem para 
limite /, que é o integral definido de 


lim È љан ак 


max asino mi 


lim Ў мА = r dz. 


max 21011 


Fig. 210 


Entre as funções descontínuas, encontra-se tanto funções integráveis 
como funções não integráveis. 

Se se construir o gráfico da função sob o sinal soma (o sinal 
de integração) у = f (x), quando, f(x); 0 o integral 


è 
1az 


é numéricamente igual à área do trapézio curvilíneo formado pela 
curva y = f (x). pelas rectas x = a, x = b e pelo eixo Ox (fig. 210). 
Por conseguinte, calcular-se-à a área do trapézio curvilíneo for- 
mado pela curva y = f(x), pelas rectas x = a, x = b e pelo eixo Ox 
por meio do integral 
n 
Q= Vio) de. [7] 


Nota. Notemos que o integral definido depende .sómente 
da função y 


"T ad 


f(x) e dos limites de integração, mas não da variável 
de integração, que é lícito designar por uma letra qualquer, 
EI 


РЕА c 
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então, sem mudar o valor do integral definido, substituir a letra x Formemos a soma integral (1). Dedurse de f (E) = KE 
Aa x Kebab 


ооа iat asa + (а +A] А2... k 
А a =k fatla Ar) Ha +A... Hlan) As] de= 
=k {na IAFF...) ларда 


+ 
fraas 


Quando introduzimos a noção de integral definido 


suposemos а < Б. Se b<a, tomar-seá por definição Î/ (2) dz, dna 12 (n—1)] Ax) Ar, 
És а em que Ах: Dado que 
Га — (dz. [7] * * 
Ass 5 * A 
{а= fada (a soma duma progressão aritmética) 
C : e HE ba 
Enfim, se a = b, por-se-á, por definição, para toda a função f(x) E 
ie =0. (5) Como lim Mo уа? 
Isto é natural sob o ponto de vista geométrico, Com efeito, dim Ace Qe-k [po | 6) MÀ ашы 
о comprimento da base do trapézio curvilineo é nulo, e, portanto, 
também a sua área = 
Exemplo—1. Calcular o integral 5 
lefza: O cálculo da área Abba (Ge ii) em geomema 
D elementar € trivial. O resultado é o mesmo. 
Resolução — Geomticamente, o problema. f 
ide em calcular a área О do trapézio formado 
Er a TS Expo Catar | аз. 
тындым >= debio, do sinal soma i Nazi 
Аш. For Ишчи, tue e Resolução — O integral dado é igual à área О do 
{шт S 0E е. ета dr NE о шне dla el оа ы ы 
Fig. 211 arbitrariamente e escolher £, intermediários arbi- хере y=0 (fig 212). 
paesi Cortemos o segmento (а, b] em n partes iguais pelos pontos: 
O resultado do cálculo não depende do proceso da construção da soma 
integral, desde que o maior dos segmentos parciais lenda para zero. =0, = Му =A, у йел, 


Dividamos o segmento [a, b] em m partes iguais. 


O comprimento ax de cada segmento é A: — 277%, que se chama art. 
“limiar da divisão. As abcivas dos pontos de divisão do: Tomemos, para fu. as extremidades direitas dos segmentos 
| а= ту, зү =a+ Ат, л = a + 2Azr, ... XQ — а + nA. Formemos a soma integral: 
Tomemos para pontos E, as extremidades esquerdas de cada segmento тА dado "i 
Ei amd Anc doa PAR o (SARA (Ants. (адз) Az] n 
ъ= а + (n — 0 Az. SA pR nêle 
e 


n——— M Т 
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Como se sabe Temas, em seguida: 
nba 
[m 
emão, Segundo a regra de L'Hospital, lim zr 1) Por con- 


—— 


Resolução, 
та dim Унаа dim mM Anc 
Vo o Di 

=m dm У u-nü-e. 
UM 


а 
aqui Spas é a soma dos comprimentos dos segmentos parciais 

& 
que consituem o segmento fa, Bl Qualquer que seja o cone, esta toma é 


igual ao comprimento do segmento b— a. 


Exemplo =4. Calcular | eta 


Resolução — Dividamos de novo o segmento la, 6] em m partes iguais: 


PAZ, ..., заа аде; 


Tomemos para pontos Èi as extremidades esquerdai, Formemos a soma 
integral: 
ee LAA... т DAR S 


en ب ھام ھن‎ ,,, p t DA) gs 


A expressão entre paréntesis é uma progressão geomérica de razão 
de primeiro termo 1, logo, 


los; lim s,—0—e (af) {=e ef, 


Ja 


Nora —2. Os exemplos dados mostram que o cálculo dos inte- 
grais definidos no que respeita a somas integrais está sujeito a dificul- 
dades consideráveis, Mesmo quando as funções a integrar são muito 
simples (kx, 2º, ex), este processo exige cálculos fastidiosos. Os cálculos 
tornam-se inextricáveis quando se trata de funções mais complicadas. 
É, então, natural procurar um método prático de cálculo dos integrais 
definidos. Este método, devido a Newton e a Leibniz, utiliza o elo 
profundo entre a integração e a derivação. Os parágrafos seguintes 
do presente capitulo têm por objecto a exposição dos fundamentos 
deste método. 


$ 3. Propriedades fundamentais do integral definido 


Propriedade — 1. Pode-se retirar um factor constante de debaixo 
do sinal soma: se А = const., 


n А 
$ Af (a) dz= A $ f(e) àz. (1) 
Demonstração. 
* А 
JA a Aart» Ar= 


Я М 
=A lim У) Ад (dz. 
mar aneo iei i 
Propriedade —2. O integral definido da soma algébrica de 
funções é igual à soma algébrica dos integrais das funções. 
Assim, no caso de duas funções 

в 


* в qu 
VA to лола E hop dep aR 
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Demonstração. 


fn @+Һ@4 = dim RIFA 


mas beso i 


= dim [ÈA Sat BR А1 


nie акта imi 


= lim DHEA dim SA Gan 


n à 
= {лоас f fata) da. 


A demonstração é válida para um número arbitrário de funções. 
As propriedades 1 e 2, demonstradas para o caso a < b, subsistem 


propriedade seguinte não tem lugar a não ser para 


Propriedade — 3. Se sobre o segmento [а, b], (a < b), as funções 
f(x) e p(x) satisfazem à condição f(x) < p (x), tem-se 


inde ша e 


Demonstração — Consideremos a diferença 


^ " 2 
fode- [ (a) de= f [o (a) =| (ae 


= lim 
max aê 
Tem-se q (E) — j (E) > 0, Az, > 0. Então, cada um dos ter- 
mos é positivo ou nulo, e do mesmo modo a soma e o seu limite: 


Lp (E) = ЛЛА. 


è 
Mot) — 700742220 
ou ч 


n n 
Jode — fride > 0, 


donde se deduz a desigualdade (3). 

Se f(x)>0 e (0) >0. a fig. 213 dá uma ilustração geomé- 
trica desta propriedade. Resulta de е (x) > f (x) que a área do trapézio 
curvilíneo a4,8,b não é superior à do trapézio a4:B.b. 


Propriedade —4. Sendo m e M, respectivamente, o menor e o 
maior valor de f(x) sobre o segmento (а, b] e a < b, tem-se 
ь 
mi(b—a) < $ (dz < M (b —a). [2] 
Demonstração — Tem-se, por hipótese, 


т (а) M. 
Deduzse da propriedade (3): 


t Й ‚ 
Vmdz c Vi(2)dr { Мат. (4^) 
Ош us n 
Vm dr— m(b — a), VM dr — M (b —a) 


(ver exemplo 3, $ 2, Cap. XI). Substituindo estas expressões na 
desigualdade (47, obtém-se a desigualdade (4). 


Fig. 215 


Quando f(x) > 0, esta condição está ilustrada geométricamente 
pela fig. 214: a área do trapézio curvilínco аАВЬ está empreendida 
entre as áreas dos rectángulos аА,В,Ь е aA:B:b. 


Propriedade — 5. (Teorema da média). Sendo a função f(x) con- 
tinua sobre o segmento [a, b]. existe sobre este segmento um ponto £ 
tal que se tem: 


e 
$ fa) de= (b — a) (5). 5) 


A ER HA AAA AAA 
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Demonstração — Seja, para fixar ideias, a < b. Se m e М são, 
respectivamente, o menor e o maior valor de f(x) sobre [a, b), tem-se, 
em virtude da fórmula (4), ¢ 
\ 1(dx<M, 


mg 
b—a 


Donde 


Sendo f(x) contínua, toma todos os valores compreendidos entre 
т e M, Terseá, então, para um certo valor E (a < E< b) = f (D). 
ou seja 


è 
I la) de= (8) (b — а). 
Propriedade— 6. Sendo а, b. c trés números arbitrários, tem-se 
è è 
rar |а ае Has, (0) 
à à E 


desde que estes três integrais existam. 

Demonstração — Suponhamos, primeiramente, que a<c<b e 
formemos a soma integral para a função f(x) sobre fa, b]. 

Dado que o limite das somas integrais não depende do modo 
de corte de a, b], cortaremos [a. В] em segmentos parciais de modo 
que c seja um ponto de divisão. Decomponhamos, em seguida, a soma 

b з 


integral У), correspondente ao segmento [а, В] em duas somas 3 
+ X correspondentes, respectivamente, aos segmentos [a, c] e [e Bl. 
Tem-se, nestas condições 

? г A 

SI Аа = DIED Аа + E (E) Ал. 


Passando a limite quando max Ax => Û, obtém-se a relação (6). 
Se a <b < с, pode-se escrever, em virtude do que precede: 


n " € 
fr) de= f fla) de + [ft dz 
on 


{лаша tados 


mas, em virtude da fórmula (4) do $ 2: 
А è 
fre а= – 110 42, 
por conseguinte, 
e А à 
Meis $/@4+ $160 dz 
Demonstra-se, duma maneira análoga, esta riedade 
disposição qualquer dos pontos a, b e c. او‎ 
A figura 215 ilustra a propriedade 6 
no caso em que f(1)>0 еа<с< Б; а 
área do trapézio aABb é a soma das áreas 
dos trapézios аАСс e cCBb. 


$ 4. Cálculo do integral definido. 
Fórmula de Newton-Leibniz 


No integral 
E] 
(ш 


fixemos о limite inferior а e façamos variar o limite superior b. 
O valor do integral variara, por conseguinte, isto é, que o integral 
será uma função do seu limite superior. 

_ Designemos o limite superior por x para voltar às notações 
familiares e, para evitar qualquer confusio, designemos a variável de 
integração por 1. (O valor do integral não 
depende da designação da variável de inte- 


gração). Tem-se o integral { f (1) dt. 


Sendo a constante, este integral é 
uma função do seu limite superior x. 
Seja Ф(х) esta função: 


оа) = [04 ч) Fig. 216 


Se a função f() for não negativa, 
&(2) é, numéricamente, igual à área do 
aAXx (fig. 216). É evidente que esta área varia com x. 
Determinemos a derivada de ® (%) em relação a x, isto é a 
derivada do integral (1) em relação ao seu limite superior. 


442 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL. 


INTEGRAL DEFINIDO мз 


Teorema — |. Sendo f(x) uma fungúo continua e se se faz 
оор = Std, 

?'0) = f(9. 

Por outras palavras, a derivada dum integral definido em. relação 
ao seu limite superior é igual à função debaixo do sinal de soma па 
qual а variável de integração foi substituida pelo valor do limite 
superior (sob a condição de a função debaixo do sinal soma ser 
continua). 

Demonstração — Dando à variável x um acréscimo arbitrário Ax 
positivo ou negativo, tem-se (tendo em atenção a propriedade 6 do 
integral definido): 

кыз orar 


D(A = $ (Dat Î d+ H fit) de, 


O acréscimo da função Ф (x) é igual a 
Аф =Ф (z + Ar) — (2) = 


hax А 


= a+ P iod = Ma, 


ou seja 
atar 


Ab— f jdt. 
Apliquemos a este último integral o teorema da média (pro- 
priedade 5). 
AD=/(E) (2 + Az —2) = f ($) Az, 
em que Ё está compreendido entre x e x + Ax. 


Formemos o quociente do acréscimo da fungáo pelo acréscimo 
da variável: 


A ала. 
AP AL (9. 
Por conseguinte, 
(oec йш. АЧ = dim Ha 


x Ar sem 
Mas como f — x quando ах = 0, tem-se 


Ha = lim F(E), 


е como f(x) é contínua 
lim/(9=/(2) 


Tem-se, pois, Ф (x) = f (x) е o teorema está demonstrado. 

Este teorema admite uma ilustração geométrica simples (fig. 216): 
о acréscimo ad = f (f) ax é igual à área do trapézio curvilineo de 
base ax е a derivada (x) = f(x) é igual ao comprimento do 
segmento xX. 


Nota — Resulta, especialmente do teorema demonstrado, que toda 
a função contínua admite uma primitiva. Com efeito, se a função f (x) 
é contínua sobre o segmento [a, x], como foi indicado no $ 2, Cap. XI. 


o integral f f (f) dt existe, isto é, que existe a função 


oí) 50. 


que é, como se demonstrou em cima, uma primitiva de f(x) 


Teorema —2, Sendo f(x) uma primitiva da função contínua f(x), 
tem-se 


n 
$ F(a) de — E (b) — Fla). (2 


Esta fórmula chama-se a fórmula de Newton-Leibniz (*) 


Demonstração — Seja Е (x) uma primitiva de f (x). 


Segundo o teorema 1, a função Î f(t)dt é também uma primi- 


tiva de f(x), Ora, duas primitivas arbitrárias duma dada função 
distinguem-se por uma constante C*. Pode-se escrever, por conseguinte, 


Туда roc. a 


Sendo C* adequadamente escolhido, esta igualdade é verdadeira 
para todos os x; é, então. uma identidade. Para determinar a cons- 
tante С°, façamos nesta identidade x = a; então, 


io а= F(a) +O", 


(º) Notemos que este chamamento da fórmula (2) é convencional, 
porque nem Newton nem Leibnitz deram, explicitamente, esta fórmula, Mas 
é importante sublinhar que foram, precisamente, Leibniz е Newtons 
primeiramente estabeleceram o elo de ligação entre a integração e 

que permitiu enunciar uma regra de cálculo dos integrais 


E e E 
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б= (а) +40, 


c'——F(Qa) 
Por conseguinte, 


joa re — Flo 
Fazendo x = b, obtém-se a fórmula de Newtoa-Leibaiz: 
{өш = FU) — Fla) 
ou, voltando à — 
ids FO) — Е). 
Notemos que a diferença E (b) — F (a) não depende da escolha 
da primitiva F, porque todas as primitivas se distinguem umas das 


outras por uma constante que desaparece na subtracção.. 
Introduzindo a notação (*) 


F (b) F(a) = F (lê, 
pode-se pôr a fórmula (2) sob a forma 


}/@ас= F (a) = F (b) — F (0). 

A fórmula de Newton-Leibniz fornece um meio de cálculo prático 
dos integrais definidos quando se conhece uma primitiva da função 
a integrar. É a descoberta desta fórmula que conferiu ao integral 
definido o alcance que ele tem hoje em matemáticas. Se bem que 
um processo análogo de cálculo do integral definido no que respeit 
ao limite duma soma integral fosse já conhecido na Antiguidade (Arqui- 
medes), as aplicações deste método eram limitadas, todavia, aos casos 
mais simples em que o limite da soma integral podia ser calculado 
directamente. A fórmula de Newton-Leibniz ampliou consideràvelmente 
o domínio da aplicação do integral definido, tendo os matemáticos 


(*) Utilizare as duas transcrições equivalentes 
F(V— F (a) = (F (Ê 


F (b) — F (a) = F (2) ler 
Utilizaremos, em seguida, indiferentemente uma ou outra transcrição. 


recebido um método geral que permitiu resolver diferentes problemas 
particulares, e dai resultou um alargamento considerável da esfera das 
aplicações do integral definido em técnica, em mecânica, em astro- 
nomia, etc. 


Exemplo— V 


Exemplo — 2. 


Exemplo — 3. 


gra ant 


WE ЕА 


$ 5. Mudança de variável num integral definido 
Teorema — Seja dado o integral 

è 

M (2) dz, 


em que £(x) é continua sobre o segmento (а. b]. 
Introduzamos а nova variável t pela fórmula 
==0 (0. 


Se 
D pla) =a, e(8)=0b, 
2) +0) e g (D são continuas sobre o segmento [a, B]. 
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3) f[e(0] é definida e continua sobre [a, В). então, 
è 8 
а= {19079 09 4 (1) 


Demonstração — Se Е (x) ё uma primitiva de f (x), pode-se escrever 


as igualdades seguintes: 
Sr d=F()+0, a 


шн] (0 dt— Fs (0]-- C B 


de que se verifica a legitimidade derivando os dois membros em 
relação a т. (Ela resulta também da fórmula (2), $ 4. Cap. X) Deduz-se 
da igualdade (2): 


n 
Uta) de= F (2) = F (0) — Fla) 
e da igualdade (3): " 
{0019 (0dt— F [o (OE = 
= Fip P] — Fle e] — F0) — (a). 


Os segundos membros destas igualdades são iguais e, por con- 
seguinte, os primeiros são-no também, с. q: d. 


Fig, 217 


Nota —No cálculo do integral definido pela aplicação da fór- 
mula (1) não voltamos à antiga variável. Os valores numéricos dos 
dois integrais da igualdade (1) são iguais. 


Exemplo — Calcular o integral 


j уйа. 
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Resolução — Façamos a mudança de variável; 
z—rsent, de—rcostdt 
Determinemos os novos limites: 
2=0 pour 1—0, 
r pour E. 
Por conseguinte, 


{ VRTE de= | VET cos tim 


Vise i cost dt = 


Geométricamente, caleulámos a área do quarto de ci ey 
а 15 área do quarto de circulo a + yt = r 


$ 6. Integração por partes 
Sejam и e v duas funções de x deriváveis, Tem-se 
(uo) — u'v 4- uv. 


Integrando os dois membros desta identidade de a a Б, obtém-se: 


wode + Î uo de w 


s 
f ue) de 


à 
Dado que { (ue) de — uv + C, teme | (ue) de= uc ds 


pode-se, então, escrever a igualdade (1) sob a forma 


e i 
uei {оаа + f udv, 
vu, finalmente, " E 


{айоо — foda 


Continuando assim, chega-se até 1, OU 1, segundo a pariedade de m. 
Examinemos os dois casos 


1) n € par, nmm: 


2) né impar, 


da CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL P 
E mas 
Exemplo — Calcular о integral ln = че 
i + 
= | sent zas Jie 
А во, 
a i 
мнне босо ренче 
B + 
0 ا‎ pa 
7 * Destas duas fórmulas resulta a fórmula de Wallis que exprime 5 sob 
0 шок шы à forma de produto infinito. 
i Com clio, dedurse destas duas últimas fórmulas, dividindo membro a 
membro: 
Com as notações escolhidas, pode-se tornar a copiar a dhima igualdade ERA E e ЩИ М " 
sob a forma 2795... n— 7) BFT Zone 
0 a(t n SRR de 
donde er 
a MR Tama 
—— کک‎ E 
pn 
T Integrando de 0 a D, obiémse 


Lima > lan > 


donde 


Lama > а 
En 
Resulta da igualdade (2): 
pom 
Por conseguinte, el 


lim 527—1 


2 
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Dedurse da desigualdade (4) 


do | 


Žo im 
37 


$ 7. Alargamento da noção de integral 
1. Integrais com limites infinitos. 
Seja f(x) uma função definida e continua para todos os x tais 
que a< x < +æ. Consideremos о integral 
n 
I()— Vi (2) dz. 


Este integral tem um sentido para todo b > а. Quando b varia, 
о inegal varia, ele é uma função continua de b (ver $ 4, Cap. XD. 
Estudemos o comportamento deste integral quando b > + «o (fig. 218). 


Fig, 218 


Definição — Quando o limite seguinte 
А 
lim Sf(a) dr 


pea 


existe, representa-se-lo por 


"T 


{ fi) dz. 


Tem-se, por definição, 
да tim {jade 


= 
Diz-se, ainda, que o integral | / (z)dz existe ou converge(*). 
М 

Se [f(z)de não tem limite finito quando b— + æ, diz-se que 

Ma 

Î f (ж) dz não existe ou diverge. 
É fácil de ver qual é o sentido geométrico do integral Î f (1) dr 

h i 
quando f(x) > 0: se o integral | f (x) dz representa a área do domi- 


Fig. 219 Fig. 220 

mio delimitado pela curva y = f(x), о eixo das abcissas c as rectas 
+= 

х= а, х=, € natural dizer-se que о integral Î f (z) dr exprime a 


área do dominio infinito compreendido entre as curvas y = f(x), x = a 
e o eixo dos x. 

Define-se, duma maneira análoga, os integrais noutros intervalos 
infinitos: 


1 ade lim f (dz, 


Esta última igualdade deve ser compreendida como se segue: 
se cada um dos integrais do segundo membro existe, dir-se-& que 
O integral do primeiro membro existe (converge). 


Exemplo —1. Calcular o integral | (ver fig. 219 e 220). 


Resolução — Tem-se, por definição, " 


tim e 
NS 


) Chama-se, também, por vezes integral impróprio. 
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O integral considerado exprime а área do domínio infinito tracejado 
па figura 220. 
Exemplo— 2. Discutir os valores de a para os quais o integral 


converge ou diverge (fig. 221). 
Resolução — Dado que (para «É1) 


i-e. 
a 


EL 


Por conseguinte, 
de d 
за ge integral converge; 


Ехетріо — 3. Calcular 12 
Resolução. 


O segundo integral é igual a E 
primeiro integral: 


j 


Em muitos casos, basta estabelecer que o integral dado converge 
ou diverge e avaliar o seu valor. É útil basear-se, para este efeito, 
nos teoremas seguintes que limitar-nos-emos a enunciar e dos quais 
mostraremos as aplicações nos exemplos. 


Teorema — 1. 


Se, qualquer que seja x (x > a), se tem a desi- 
gualdade 0 < t(x) < p(x) e se | » (X) dx converge, Y 1G) dx converge 
também e E * 

is ак 
Гласс $ фа. 


зе 


Барана а ванай do Hr MS 


mrs 


Resolução == Notemos que para 1<x 


Seguidamente, 


converge e (6 interior A unidad. 
Teorema — 2. Se, qualquer que seja x (х > a), se tem a desi- 
gualdade 0< e (x) < (x) e se | &(9) dx diverge, o integral | £() dx 
diverge também. 
Exemplo — 5. Estudar a convergência do integral 


Verifica-se que 


Ora, 


Por conseguinte, o integral dado diverge. 
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Os dois teoremas anteriores respeitavam aos integrais de domínios 
de integração infinitos, não sendo negativa a função sob o sinal soma, 
Айа se integra num domínio infinito uma função f(x) de sinal 
variável, tem-se o teorema seguinte. 


d 
Teorema —3. Se o integral V |t (X) | dx converge, o mesmo sucede 
de а 
aj f(x)dx. 
® Dizse, então, que este último integral é absolutamente convergente. 


Exemplo—6. Estudar а convergência do integral 


¡ae 


Resolução — Aqui, a função a integrar é de sinal variável. Teme, 


б 1 


ا ي 


+ 

Por conseguinte, о integral j | dx converge. Daí resulta a con- 
vergência do integral dado. 

2. Integral duma função descontinua. 


Seja [(x) uma função definida e continua quando a < x Со 
não senio a função definida no ponto х = с, ош, melhor ainda, tendo 


uma descontinuidade. Pode-se definir, então, Î f(x) dz como limite 


de somas integrais, não sendo f (x) contínua sobre o segmento (а, cl 
© podendo este limite não existir. 


Define-se, como se segue, o integral | / (2) dx duma função f6) 


descontinua no рото c: 


e à 
ўл) dr— lim Haz 


Este integral diz-se convergente quando o límite do segundo 
membro existe, e divergente no caso contrário. 

Зе a Tunção f (X) tem uma descontinuidade na extremidade esquerda 
do segmento a, c] (isto é, para x = a), põe-se, por definição. 


[stas lim $ fde 


E bato È 


Se f (x) tem uma descontinuidade = interi 
E тына сен le num ponto х = x, no interior 


Irae dioec reas 


quando os dois integrais do segundo membro existem. 
Exemplo —7. Calcular 


E im IVA. 


A 
Esemplo —s. Caleuhr o integra | SE 
3; 


Resolução — Tendo a função sob o sinal soma uma descontinui 
ponto х = 0, decompor-se-ú o integral em dois ide 


ES 


ds, [S-i (1) 


Então, o integral diverge igualmente no intervalo (0, 

үке que o integral dado diverge sobre о pelo m 

Se se о tivesse integrado, omitindo a descontinuidade no ponto х 
К и ir EE 


о que é evidentemente falso (fig. 222). 
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Nota—Se a função f(x) definida no segmento [a, b] possui 
sobre este segmento descontinuidades em número finito nos pontos 
We ds ves an define-se о integral de f(x) sobre o segmento (а, b]. 


como se segue: 


т А И 
{раза ае Mode ee FHA 


se cada um dos integrais da direita converge. Se um qualquer destes 


integrais diverge, então | f (2) dz diz-se divergente. 


Para determinar a convergência dos integrais das funções descon- 
tínuas e avaliar os seus valores, é muitas vezes possível utilizar teoremas 
análogos aos teoremas sobre os integrais com limite infinitos. 


Teorema”. Se as funções E(x) e # (X) são descontinuas no 
ponto c do segmento (а, c], se se tem em cada рото deste segmento 
a desigualdade 


902/020 


e se Í e (dx converge, o mesmo sucede a | ЕО) бх. 


Se as funções f(x) e p(x) são descontinuas no 
tem em cada ponto deste segmento 


Teorema — 
ponto c do segmento [a, c], se se 


yet) 


e se | s(x diverge, o mesmo sucede a { t(x) dx. 


Teorema —3. Se а função f(x) é de sinal variável sobre o 
segmento fa, c]. se ela é descontinua sômente no ponto c e se o inte- 


gral Î |f(x)|dx do valor absoluto desta função converge, o mesmo 
sucede a j fG) dx. 

Muitas vezes toma-se a Sia como função de comparação. 
E fácil de ver que Î — s de converge para а < 1, diverge para 


Ec 
a>1. е 
Isto respeita igualmente aos integrais $ 


Exemplo —! 4 
Exemplo—9. O integral aros 9Р5 


Resolugdo— A função a integrar é descontinua na extremidade esquerda 
do segmento (0, 1). Obtém-se, comparando à função =5=, 


i al 
Ула ya 
те i 
o ia [ci Das cota ee | 
3 


dz, o integral 


m 
da função dada, que é menor, existe também 


$ & Cálculo aproximado dos integrais definidos 


Indicámos, no fim do Capitulo X, que a primitiv unção 
К X lo Capítulo X, а duma f 
continua arbitria -podia ndo ee exprimir por melo de (шде die- 
mentares O cálculo dos integrais definidos pela aplicação da fórmula 
on-Leibniz é, então, dificil e tem-se de i 
métodos de slo apronimado. Vans expor Mus Hs aos 
le integração aproximada, partir o integral defini 
de integração apro partindo da nogào do integral definido como 


L Fórmula dos rectángulos — Seja dada sobre o segmento (а, 
Fórmula. o 
uma função contínua у = f(x). Propõe-se calcular o integral p 


А 
ode 


Cortemos o segmento [a, b} pelos 
s . MÃOS d = X, хы Xs o ха = 
ás, paries Жн de OPS Ау RS qid 


Designemos, seguidamente, por 


da função nos pontos x, x, Xs pf 0a NOSE 


Yu Ya 
xe. веј 


=f = <i n= (Ea). 
Formemos as somas 
Jo Az + А24... Yo A 
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P 
integral para a função 


Cada uma destas somas é uma soma i с 
(x) sobre o segmento la, b] e, por conseguinte, representa, aproxi- 


madamente, o integral 


pot ntt на), e 


proe 


Ta». e) 


(a + ua + 


P 
dr 

fo tz 
а ig. 223 que se f(x) 
São as fórmulas dos rectángulos. Resulta da fig 

é uma função positiva crescente, а fórmula (1) representa а área des 

fectangulos que se encontram sob а curva y=f( e (1), а 

dos rectángulos que se estendem sobre a curva. 


y 


1. 1.3 17 


ри. 223 Fig. 224 


ao calcular o integral, segundo a fórmula dos 


O erro cometido, s pequeno quanto maior for п (sto é que os 


rectángulos, é tanto 


a são menores). 


segmentos parciais Ax 


n 


i es alor mais 

. Fórmula dos trapézios — É natural esperar-se um valor | 

exacto do шеша! definido se se substituir а curva dada ID 

não por uma curva em escada, como para а fócmna des тейм, 
as por uma linha quebrada inscrita (fig. . Toma-se, , ei 

Vez da área do trapézio curvilneo аАВЬ а soma das áreas de ipte 

rectângulos cujas cordas 44, Aids «+ An-1B figuram ent 1 


Sendo as áreas destes trapézios, sucessivamente, 
tem-se: 


ооа (BE arp hire 


nA м). 
2 


praes It „++. ET 


É a fórmula dos trapézios. 

О número n é tomado arbitráriamente. Quanto maior for n e mais 
pequenos forem os segmentos parciais ax = ке; mais precisa ёа 
aproximação fornecida pela expressio do segundo membro da igual- 
dade aproximada (2). 


Ш. Fórmula das parábolas (fórmula de Simpson) — Dividamos 
o segmento (а, Б] num número par п = 2m de partes iguais. Substi- 
tuamos à área do trapézio curvilinco correspondente aos dois primeiros 
segmentos [xo xi] e [x x.] e delimitado superiormente pela curva 
dada y = f(x). pela dum trapézio curvilíneo semelhante limitado por 
uma parábola do segundo grau que passa pelos três pontos: 

Mw и) Мам; Mal r 

e cujo eixo é paralelo ao cixo Oy (fig. 225). Chamaremos a um tal 
trapézio um trapézio parabólic 

A equação duma parábola, cujo eixo é paralelo ao eixo Oy, 


escreve-se а 
y— Ar + Bz 4C. 


Deierminam-se os coeficientes A, B, C univocamente da condição 
de a parábola passar pelos trés pontos dados. Constroiem-se parábolas 
análogas para os outros pares de segmentos. A soma das áreas dos 
trapézios parabólicos fornecerá um valor aproximado do integral. 

Calculemos, primeiramente, a área dum trapézio parabólico. 


Lema — Um trapézio curvilineo delimitado pela parábola 
у=Аг-ЕВг+С, 
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d 


о eixo Ox e duas rectas paralelas ao eixo Oy distantes de 2h, tem 
por área 


в = sna) a 
em que y, e y. são ordenadas extremas e уз, а ordenada da curva 
no meio do segmento. 


Demonstração — Tomemos os eixos de coordenadas como está 
indicado na figura 226. 


учн 


y 


| 


Fig. 225 Pig, 226 


[кк 
Deduzem-se kad coeficientes da parábola y = 4x + Вх + C das 


dm С; 14) 


yo = AF" — Bh 4- Cs | 
WAR ВАС. 


Supondo os coeficientes A, B. C, conhecidos, calcula-se а área 
do у parabólico por meio do integral definido: 


x 
- | (A2 + Be + O dz— 
А 
= [+ BE pos), = han + 60). 
Mas resulta da igualdade (4) 
Yo +4 + ys = BAN - 8C. 
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Рог conseguinte, 


S2 s 4n Hu) 


© q. d. 
Voltemos ao nosso problema inicial (ver fig. 225). Utilizando a 
fórmula (3), pode-se escrever as igualdades aproximadas (h = Ax): 


Ar 


| T6) de ж SE (go + 4 a 


[ra 3o, +4, +, 


3 Az 
Í (a) de ze Wims + Ата + o 
Juntando membro a membro, obtém-se, à esquerda, o integral 
procurado e à direita o seu valor aproximado: 
( Ar 
de= 
y (2) a 


(+ Ap + 29. + Aha + 


e Blanes + Aloma H Van [2] 


® [yg + Ve + 20 и om) H 


+A + ua +++ Ma) 


É a fórmula de Simpson. O número de pontos de divisão 2m 
é arbitrário, mas quanto maior ele for, mais a soma do segundo 
membro de (5) nos dá um valor exacto do integral (*). 


(*) Para determinar o número de pontos de divisão que é preciso 
tomar para calcular o integral com uma precisão dad 
fórmulas que permitam “avaliar o erro que resulta do 
integral. Não indicaremos aqui estas avaliações. 
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Exemplo — Calcular. aproximadamente 
2 


in| E 
Regio —Diviamor o segmento 2j em 10 pars pois e 12. 
Façamos у 


1. Obtémse segundo a primeira fórmula dos rectángulos (1) 
2 
j A <01 (br ji 04 7,187730 187. 


ы T 
Obéme segundo a segunda fórmula dos rectángulos (1 


А 
[etuer rette 66877. 


E е 
Resula imediatamente da figura 227 que no помо caso a primeira 
fórmula dá o valor do integral por excesso e о segundo por defeito. 


Ш. Obiémae segundo a fórmula dos trapérios (2): 


Гө ce (Bream) 


68877. 


i 
IH. Tem-se segundo a fórmula de Simpson (5): 


i E Ba y credet un ии ы Qto al 
: d (140,5 2:22808 44845855) 0,8005. 


й 
м ене t | E nt md do 


Por conseguinte, dividindo o segmento 10, 1] em dez partes iguais, а 
fórmula de Simpson dé cino décimas exactas, а fórmula doy imperios 


Fig. 227 


sómente três, e apenas podemos responder à primeira décimal quando se 
aplica а fórmula dos rectángulos, 


$ 9. Fórmula de Tchébychev 


, Nos cálculos técnicos, tem-se muitas vezes de recorrer à fórmula 
de integração aproximada de Tchébychev 
в 


Seja ainda calcular | f (2) de. 


, .. Substituamos a função sob o sinal soma pelos polinómios de 
interpolação de Lagrange Р(х) ($ 9, Cap. VII) tomando sobre o 
segmento [a b]n certos valores da função: f(x), f(x). ...‚ f (xn), 
Onde x, Xs, .., xn São pontos arbitrários do segmento (а, 5]: 


(e e (e e) rn) 

Hj ECO E eae 

en | ГЫ 
+ ya) + 


s — n) s a) (5 — x] 


[TEE TENE TEE СО ay 
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Obtém-se a fórmula seguinte de integração aproximada: 
è + 
ўла) аса P (de [7] 
que, após cálculos, toma a forma. 
» 
Î (a) de ee С} (n) + Cof (E) b ++ + Cof (ndo ө 
em que os coeficientes С, sio dados pelas fórmulas 
А 


a" | E» 


Ja ==). 


а)ба.) q (y 
(n а)ба — nis Gn — Fa) 


A fórmula (3) € dificil e incómoda para os cálculos, dado que 
os coeficientes C, se exprimem em função de fracções complicadas. 

"chébychev pos o problema inverso: dar, nào as abcissas Xu 
ж... Xa. mas оз coeficientes С, Cs. -... Cu e determinar as abcissas 
P 
"emamse os coeficientes C, de modo que fórmula (3) fique 
o mais simples possível para os cálculos. É, evidentemente assim quando 
todos os C, são iguais: 


G6 a= On. 


Designando o valor comum dos coeficientes Ci, Car .. Ca por Cw. 
a fórmula (3) toma-se 


Trace cuf e fen fat [2] 


A fórmula (5) representa, em geral, uma igualdade aproximada, 
mas se f(x) é um polinómio de grau não superior a n— 1, tem-se, 
então. uma igualdade exacta. É esta circunstância que permite deter- 


minar as quantidades C», Xx, хь... Xn 
A fim de obter uma fórmula que convenha a todo o intervalo 


de integração. reduzamos o segmento de integração [a, P] ao segmento 
[— 1, 1). Façamos, рага esse efeito 


ter-sed, então, x =a para rc — 1 e x=b para (=1 
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Por conseguinte, 


m" y 


E 


em que se designou por ¿(1 a função de + sob o sinal P 
nl ido dl função [is) dada sobre um segmento 
" le ser а а 
le D p p Ue M à integração duma outra tunção ¢ (x) 
а fe SS o problema reside em escolher os números Cn, da 
1 
A fe drm Cafe) +1068 + +f] (6) 
g " 
шер que esta fórmula seja exacta para toda a função f(x) da 
Па) = ao + aa аз... asus 7 
Notemos que 


n n 
Jen | rat баг 
^ 


) se é impar: 
(8) 


Por outra via, tendo em atenção (7) se 
a e do segundo membro 


C, [na, 4-2, (5 d- 33 - Ба) Fs Gd Heb see 
a) + Бал +. (9) 
Igualando as expressões (8) e (9), obtém- igua 
deve ser verdadeira, quaisquer que bina Rian ig e = 


z(a 


c 2 
a 
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Jgualemos os coeficientes de аз, а, às, ..., 41-1 поз dois membros: 


26а m C=; 


atit 
"ТҮ" e EL (40) 
dd چ = اھ‎ 

ا 


Aa. dt Ru. E, 
a ڪٽ‎ 


Deduzem-se as abcissas x, x, ... x, destas m últimas equações. 
Estas soluções foram encontradas por Tchébychev para diversos valores 
de m. Damos abaixo as solugóes que ele encontrou quando o nümero 
de pontos de divisão m é igual a 3, 4, 5, 6, 7, 9: 


налага de | Озен EE 


“ordenadas n Ca 
2 nm 

po E 
1 mau 
4 * pes 0,187582. 

| 2 
na—— 
Б 22-92000 
3 E [cd 


т 


Por conseguinte, efectuar-se-á o cálculo aproximado do integral 
sobre o segmento [— 1, 1] aplicando a fórmula seguinte de Tchébychev: 


1 
а= 


1 


I (а) FIEND E H Fen) 


em que n é escolhido no grupo 3, 4, 5, 6, 7, 9, e estando ху. Xp, -s Ха 
representados mo quadro. Não se pode tomar para n o número 8 
ou números superiores a 9; o sistema de equações (10) dá, então, 
raízes complexas, 

Quando os limites de integração do integral dado são a e b, 
a fórmula de Tchébychev torna-se 


HRD HHX) +... +H 


+ 2, < n) e tendo os x, os 


valores dados no quadro. 
Demos um exemplo de cálculo por aplicação da fórmula de 


Tehébychev. 
А 
Exemplo— Calcular 
| 


de 


og 2). 


Resolução — Reduzamos por uma mudança de variável, o segmento de 
integração ao segmento [— 1, 1) 


Calculemos este último integral para n=3, aplicando а fórmula de 


i 
| 110 a лонот @--1(—буонот1. 
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Dado que 
лотту 


ago 1 
1-801107) — rig; THT — 0490190, 


y 
[iod esie enin 


2 ре үн 
=$ 1.099215 — 0,092810 ж 0,693; 


Comparando este resultado aos resultados fornecidos pelas fórmulas dos 
rectángulos, dos trapézios e de Simpson (ver o exemplo do parágrafo anterior), 
verifica-se que o resultado obtido pela aplicação da fórmula de Tchébychev 
(сот três pontos de divisão) é mais preciso que o resultado obtido pela 
Фадо ds fórmula dos trapémos (com nove pontos de divisão), 

Indiquemos que a teoria do cálculo aproximado dos integrais 
foi desenvolvido mos trabalhos de A. Krylov (1853-1945). 


$ 10. Integrais que dependem dum parâmetro 
Derivação dos integrais que dependem dum parâmeiro. Seja o 
integral A 
Ii) f f(z, a) dz (0 


no qual a função sob O sinal soma depende dum certo parâmetro a 
Se o parámetro a varia, o valor do integral variará também. Resulta 
que o integral definido é função de о; poder-se-á. então, designá-la 
por 1 (a). 
1. Suponhamos que f(x, а) е fa (x, а) são funções continuas 
quando 
e<a<d e acz«b. 12) 
Determinemos a derivada do integral em relação а 
EIER TESTE) 
dama da 
Verifiquemos, para esse efeito, que 


= aa). 


а + А) = f(z - + dade 
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é. por conseguinte, 


$ 
Is Ао) — Ho) S yie a+ An) de — | (e, ауда 


n 
= Sbt, a+ Aa) — fn, аў] 
E fi а + Аа) —/(т, a), 

An Am И 


Apliquemos a fórmula do imentos fini 
Aide so: ol a ын эй e a d 
fiz, а + Aa) — f(z, a) 
m 


(z, а +94), 
em que 0c 81. 
Dado que f; (z, a) € contínua no domínio fechado (2), tem-se 
falt, a 042) = fa (т, a) e, 
em que a quantidade e, а, да, 
гак d; he, quis depende de x, a, Aa, tende para zero 
De modo que 
n 
I Да) — 
Letanio fuse. aiat 
8 * 
- ze. ча f edz. 
Passando ao limite, fazendo Aa + 0, obtém-se (*): 


lim ME + So) —1(2) _ 
a da 


a- [e в) 


+ 
(9) A função sob o sinal soma no integral V tds tende para zero 


quando 4a — 0. Do facto de a função sob o sinal soma tender em cada 
ponto para zero, não é foromo que o integral tenda também para zero: 


Н 
Todavia, no caso dado V ade tende para zero quando за + O. Admiloemon 


sem demonstração. М 
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é 2 
Is, o) del = $ fa (2, a) dz. 


É a fórmula de Leibniz. 
2. Suponhamos, agora, que vs limites de integração a e b em (1) 


são funções de a: 
на 


1(0)=D[2, ala), = ¿16 а) dz. (19 


eu. ate). bla] é uma função composta de a, por intermédio de 
ue b, Para determinar a derivada de /(u), apliquemos a regra de 
derivação dus tunções compostas (ver $ 10, Ci 


Mw 
Pull o m TEE d 


Em virtude do teorema de derivação dum integral definido em 
relação ao seu limite superior variável (ver fórmula (1), $ 4). obtém-se: 


i 
2 а ла odeia а) 


m 
да 


\ 
èle 
ste 


f. ade — PL a) а= — fla (a), a]. 


Por fim. para calcular utilizemos a fórmula de Leibniz 


estabelecida em cima: 


Obtém-se, substituindo na fórmula (3) as expressões obtidas das 
derivadas: 
кө 
& f, a) de + ba, a) 
a) s Gs «el 


do 


пае), 9-5. A 


A fórmula de Leibniz permite calcular certos integrais definidos. 


Exemplo— Calcular o integral 


Resolução — Notemos, primeiramente, que não se pode calcular directa- 


жаак ы e 


mente este integral dado que a primitiva da função «x 


exprime por meio das funções elementares, Para calor ete integral, con 
sidererar-se-á como função do parámetro a: is „жюн 
1= je 


NT 


dz. 


Calcula-se, então, a sua derivada em relação a a aplicando a fórmula 


r emite а enm 


Mas este último integral calcula-se facilmente por meio das funções 


elementares; obtém-se p-b. Por conseguinte 
1 
Pa= 
«гта 
Determina-e Ila), integrando a identidade obtida: 
(уак афс. & 


Resta determinar С. Verifiquemos para este efeito que 
1@= exito au f ode- o 


Por outra via, arctg0 = 0. 
Substituindo а = 0 na igualdade (5), obtém-se 


10=aretg0+C, 
em que C=O. Temse, então, para todo o valor de a a igualdade seguinte 
Ia) asc ша, 
tao 6 


A аца 
() Exubdecesae a fórmula de Leibniz supondo que os límics de 
integração а e P eram ftot Todavia, & fórmula de Leibniz convém neste 
еше cao ainda” que um dor lm de Integração swa Infinito 


——— MÀ a 


an CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL ass. fa 
Exercícios - 
Р ш E z 
Calcular os integris definidos seguintes, considerando-os como limites EA 
de somas integrais in uk n. fuse 
‚ : i 
چ‎ c "P 
i ] z 
Indicação — Cortar o segmento a; b) em n paries pelos pontos 21= agt M А 
ME м. Û azar " 
e 1, zou. m em que q UE i f Ж 
ys 
"€ NT 3 
i s. fun п. fonts 
Indicação — Cortar o segmento la, B] como mo exemplo anterior. i : 
t 3 
а Гуе в. Гена 
indicação — Ver o exemplo anterior 
4. [sen zas Calcular os integrais seguintes, fazendo as mudanças de variáveis indicadas: 
Indicação — Estabelecer, previamente, a identidade seguinte: 19. uim гезе ds, coser 
sena desem (a) sen (4-28) «sen fa (0—0 А 


tos (a —h) — eos (a En) 
m: е 


eleito, multiplicar e dividir todos os termos de 


é preciso, pará este 
primeiro membro por sen A e substituir os produtos de senos pelas 


diferenças. de cossenos, 
IL 


Utilizar а fórmula de Newton-Leibniz para calcular оз 


| 
а 1 (аа 


| 
| 


2. 


aj e ji ce ааа аа 
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i 
a [= 
Hem 4 A 
25 , semg=t. Rép. Logs + 
Е7 IE 
Монг que 
i n = 
26 feina] nú y dz (m >0, n>0). 40. j 
D * 1 i 
т. {ноз | pattar 28 pee] Tig aja. 
a f а 
calcular os integrais impróprios seguintes (limites infinitos ou singularidade > 
to ашы а emen 
48. je cosbr de (e >0). 
Calcular os valores aproximados dos integras 
А 
de 
44, Log 5 | SE por aplicação da fórmula dos irapézioy é da fórmula de 
Simpson" (а = 12). 
5 
45, | 29 desegundo а fórmula dos trapéxios е а fórmula de Simpson (n = 10) 
i 
46. [VT de segundo à mal dos impénos (n= 6) 
з 
i de 
EA segundo а fórmula de Simpson (n ="4) 
MIEL э бшмш de Sapo tt 
o 
48.  logozdz segundo a fórmula dos trapézios e a fórmula de Simpson 
in = 104 
t dr 
49. Calcular o valor de т partindo de que Z=[_£_ por aplica 
partindo de que E le pica 


da fórmula de Simpson (n 


10). 


sm» ҸСС 
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52. Partindo da igualdade 


f 


жат 


de 


BRA 


53. Calcular o integral i 


Si. servirse de igualdade jo 


i 


a" (Log z)* dz. 


de segundo a fórmula de Simpson (n = 10). 


calcular 


Capitulo хи 


APLICAÇÕES GEOMÉTRICAS E MECANICAS 
DO INTEGRAL DEFINIDO 


$ 1. Cálculo das áreas em coordenadas rectangulares 


Se a função f(x) > 0 sobre o segmento fa, b], sabe-se que ($ 2. 
Cap. XI) a área do trapézio curvilíneo formado pela curva у = f (x), 
o eixo Ox e as rectas x = a e x = ^ (fig. 210) é dada рог 


- id % 


Se f(x) <0 sobre [a, b], o integral definido [ / (x) de € tam- 


bém < 0. O seu valor absoluto é igual à área O do trapézio curvilíneo 
correspondente: 


n 
-@=й@й. 


Se f(x) muda um número finito de vezes de sinal sobre о 
segmento fa, 6], decompor-se-á o integral sobre [a, b] em integrais 


Fig, 228 Fig, 229 


parciais. O integral é positivo sobre os segmentos em que f(x) > O e 
negativo sobre aqueles em que f(x) < 0. O integral sobre o segmento 
completo. representa a diferença das áreas que se encontram dum 
lado e doutro do eixo Ox (fig. 228) Para obter a soma das áreas 
no sentido ordinátio. é preciso encontrar a soma dos valores absolutos 
dos integrais sobre os intervalos parciais indicados ou, melhor, calcular 
o integral 


n 
Q= {170014 


E ато 1. Calcular a área Q delimitada pela sinusóide y = мах е 
o eixo 1 quando 0 < +< 27 fe 29) 
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Resolução — Dado que senx >0 paa 0<х<т e senr«0 para 
«x 27, teme, 


“| metes nnl Je 


| теш 
[== 


Por conseguinte, 0 = 2F | — 2 | 


Fig. 230 Fig. 291 
Se for preciso calcular а área delimitada pelas curvas y = f, (3), y =/,(0) 
a) > f, (4), ter-se-á, evidentemente, 


cas rectas x=. x = b com а condição f, 


fig. 230 


n А n 
=| سە‎ | 4= | =| o 
Exemplo—2. Calcular а área delimitada pelas curvas (fg, 231) 


y=Vz et у=. 
Resolução — Determinemos os pontos de intersecção das curvas: УТ = «2, 


x= xf, donde x, = 0, х, 
Por conseguinte, 


2p 


o= | Vau | oe aa: 
5 1 


Calculemos agora a área do trapézio curvilineo delimitado pela 
curva de equações paramétricas (fig. 232). 


el, O. (9) 


onde 
ext«p 


Ф) =а (p) =b. 
Suponhamos que a curva definida pelas equações (3) pode ser 


posta ainda sob а forma у = f(x) com o segmento [а. Р] para dominio 
de definição, Poder-se-á calcular, então, a área como se segue: 


b n 
Q= od Í yde. 


Façamos a mudança de variável; 
=т=т de= q (idt 
Tem-se, tendo em vista as equações 
y=/()=/(w(0]=v(0. 

Por conseguinte, 


1 
Q= 9004 [2] 


Tal é a fórmula que permite calcular a área dum trapézio 
curvilineo delimitado. superiormente por uma curva em coordenadas 
paramétricas 


Pig. 232 


Exemplo —3. Calcular a área do dominio delimitado pela elipse 
z= actos, y= bient. 


Resolução — Caleulemos a área delimitada pela semielipse superior e 
dupliquemos o resultado obiido. Aqui, x varia entre —a е +a por conse 
guinte, £ varia de r a O, 


s А 
a sen t di) — dab entras sen rd 


i 
e [rasa [S Pn 


Exemplo 4 Calcular a área delimitada pelo eixo Ох e um arco da 


ciclóide 


z= a(t ка), y= a(i — cos f). 
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Résoliido—Quando 1 varia de zero a 27, z varia de zero a 2ra 
Obtémsse, aplicando a fórmula (4): 
2a 2a 


e- j a (lecê 1) a (1— cosa) di=a? j (eos iy de= 


"Ae afa) 
ge EU 


Омат, finalmente: 


Qt (jen) 3st. 


$2 Area dum sector curvilineo em coofdenadas polares 


Seja 


o=1(0) 


a equação duma curva em Coordenadas polares, em que f(9) é uma 
função continua quando « < © < В. 

Determinemos a área do sector OAB delimitada pela curva р = f (8) 
vectores 8 


Dividamos a área dada em n partes pelos raios . 8-8. 
. ө, = В. Designemos por аб. 38, ... a6, os ângulos formados 
por estes raios (fig. 233) 
Designemos por p o Comprimento do raio vector correspondente 
a um ângulo qualquer 8, compreendido entre Mae dise 
Consideremos о sector circular de raio р, e de ângulo ao centro 
д0, А sua área é 
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9 M XS 


dá a área do sector em «escada». 
Sendo esta soma uma soma integral da função р? = (709) sobre 
о segmento a < 0 < f. o seu limite quando máx, 48,0 dá o 
integral definido E 
i | РТ 


Ele não depende do raio vector s, escolhido no ângulo 49, 
Е natural considerar que este limite representa a área procurada (* 


A soma 


Fig. 234 


Assim, a área do sector OAB é igual a 
в 


Ela 
Flo ы [m 


H 
e-$ [rora ay 
Exemplo —Calcular a área interior à lemmiscata 


(fi 2341 кш 


a, Podrcin montar que енд definição da rea nã contrai а dada 
anteriormente: por outras palavras, calculando а área do sector eurvilineo 
melo de trapézios curvilineos obterseja o mesmo ad ر‎ 


To 
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Resolução — О raio vector abrange o quadro da área procurada quando 


8 varia de 0 až; 


ES 


ado a 
pampa 


por conseguinte, 


$ 3. Comprimento dum arco de curva 


1. Comprimento dum arco de curva em coordenadas cartesianas — 
Seja у = f(x) a equação duma curva plana em coordenadas rectan- 
gulares. Procuremos o comprimento do arco 
AB desta curva compreendido entre as ver- 
ticais х=а e х= Б (fig. 235). 


Deu-se, no Capitulo VI ($ 1). a definição 
do comprimento dum arco de curva. Recor- 
demo-la. Tomemos sobre o arco АВ os 
‚ B de abeissas 


pontos 4, Mi, м. 
ъ= а, хь eu 
as cordas AM ММ, 
designaremos os 


рог А, 


Asa s. Asn. Oblém-se, então, a linha poli- 
gonal АМ,М, ... MB inscrita no arco AB. O comprimento desta 
linha poligonal é 

„= У As, 


Chama-se comprimento s do arco AB ao limite para o qual 
tende o comprimento da linha poliponal inscrita quando a maior 
corda tende para zero: 


к= dim X As. % 


max азе! 


Vamos mostrar agora que se a função f (x) е а sua derivada f (3) 
são continuas sobre o segmento a < x < b, este limite existe, Assim 
fazendo, ter-se-á dado ao mesmo tempo um processo de cálculo do 
comprimento dum arco. 

Introduzamos a notação: 


Ay — He) — era). 


Entào, 


asm Vis EG. V1 + (E) as 


Zi, 


Segundo a fórmula dos crescimentos finitos 


onde 


Por conseguinte, 
As VUE Gi 
De modo que o comprimento da linha poligonal inscrita € 
m= EVI HI (ENF Аз, 


Sendo a função f'(x) continua, por hipótese, о mesmo se dirá 


de VI Т7 G). Daí resulta que a soma integral tem um limite 
que é igual ao integral definido: 


| d EE @ EN 
m. È VA ef GP Агу (VI If Gr de. 
Assim, obteve-se para o cálculo dos arcos a fórmula 


| jare | Y (ay 


Nota —1. Pode-se obter, partindo desta última fórmula, a deri- 
vada do arco em relação à abcissa. Se se supõe que о limite superior 
de integração é variável e se se o designa por x (não mudaremos a 
variável de integração), o comprimento do arco s será uma função de x: 


- dyY 
ij y +(2) dr, 
Derivando este integral em relação ao limite superior, obtém- 
às шү 
E yi ES (2) Y (3) 
Esta fórmula foi estabelecida no $ 1, Cap. VI, sob outras 
hipóteses, 
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Exemplo |. Determinar o comprimento da circunferência Exemplo—2. Calcular. o comprimento da hipociclóide (astrólde): 
npr, таво yo a sem 


Resolução — Caleulemos, primeiramente, o comprimento do quarto de 
circunferência no primeiro quadrante, A equação desta porção de arco escreve-se 


Vi 


donde, 


Por conseguinte, 


а= 


O comprimento da circunferência completa € s 


Determinemos agota о comprimento dum arco de curva quando 
a curva é dada pelas equações paramétricas: 


ФО, у= (ас), [2] 


em que ¢() e pl) são funções continuas dotadas de derivadas 
igualmente continuas, e nào se anulando ¢ (1) sobre o segmento con- 
siderado. Nestas condições, ss equações (4) determinam uma certa 
função y = f(x) contínua com a soma derivada 


dy жш 
dr qt) 


Seja a = p(o). b= e (8), И 
Fazendo, então, no integral (2) a substituição 


E 


z—q().  dr—q'(Qdt, 


obtém-se 


ou, finalmente, 
c 
з=} Vis OF Iv orar [7] 


Nota— 2. Demonstra-se que a fórmula (5) se mantém válida. 
para curvas que são cortadas por verticais em mais dum ponto (prin- 
cipalmente para curvas fechadas), desde que as duas derivadas ¢ (1) 
e Y'(0) sejam contínuas em qualquer ponto da curva. 


Resolução — Sendo a curva simétrica relativamente aos dois eixos de 
coordenadas, calculemos, primeiramente, o quarto do comprimento desta curva 
que se encontra no primeiro quadrante, Obtém-se: 


de M dy 
ръж. SL 


За sent cos 


O paradizo 4 vais de O а „Рес conet, 


VT Co TTT TF TREAT GG T di — 


| vare a> 


= 


sen cos! 0—30 


د 


Nota—3, Se se tem uma curva empenada definida por equa- 
ções paramétricas 
a=), yov idu. (6) 


em que «<1 (ver $ 1, Cap. IX), define-se o seu comprimento 
(como para uma curva plana) сото o limite duma linha poligonal 

scrita, quando a maior corda tende para zero. Se as funções ¢ (f), 
40) e y) são continuas com as suas derivadas sobre o segmento 
fe, Bl. a curva tem um comprimento determinado (isto é, o limite 
indicado acima existe), dado pela fórmula 


Ca ашан 
s= Ve (DF + IN OT Fx OF de m 
Admitiremos este resultado sem demonstragáo. 
Exemplo —3. Calcular o comprimento do arco da hélice 

== есш ус амай, i-am 


comegondeme а enre geo ede 
Archie —Deduzse das equçãs dadas 
pei o A 
Obss, subindo па ema (DY: 
[varas [грн ie VIE 
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2. Comprimento dum arco de curva em coordenadas polares — 


Seja 
p=1(8) (8) 


a equação duma curva em coordenadas polares, sendo р o raio polar 
e 0 o ângulo polar 
As coordenadas rectángulares exprimem- 
-se por meio das coordenadas polares 


z=pcos0,  y—psen0 


Se se substitui p pela expressão (8) em 
função de 6, obiêm-se as equações 


2=/(0)c0s 0, у= / (9) sen 6. 


Pode-se considerar estas equações como 
pm sendo as equações paramétricas da curva е 
шу aplicar a fórmula (5). Determinemos para 

esse efeito as derivadas de x e de y em relação ao parámetro 6: 


ЕП) 


= “(0) cosa — f (0) sem 
= (8) sen B + f (0) соз. 


Por conseguinte, 


Exemplo — 4, Calcular о comprimento da cardióide (fip. 236) 


P= a (1 + cos 0). 
Fazendo variar o Angulo polar Ө de б a 7, obtém-se а metade do 
comprimento procurado. Tem-se aqui р = — a sen, Por conseguinte, 


=2 [vanan Ta RF ag— 


T 
Th 


mo verna | et tema 
1 
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Exemplo— $. Calcular o comprimento da elipse 


сай 
ih отам 
— 

Reação girit de (атй (5% Canos, рівне 4. 


4 
do comprimento, isto é, o comprimento do arco correspondente às variações do 


parámetro + entre O ot 


T 


<1. Por conseguinte, 


== | vicis 


Nada mais resta do que calcular este último integral. Mas sabe-se que 
ele não se exprime por meio das funções elementares (ver $ 16, Cap. X) Este 
integral não pode ser calculado a não ser por métodos aproximados (pela 
fórmula de Simpson, por exemplo). 

Em particular. se a metade do eixo maior da elipse fòr igual a $ é 


o semi-eixo menor fòr 4, teme k= È e o comprimento da eli 
ix r a eme 4= d mento da elipse é 
+ 

+45 | / 
i 

Calculando este último integral, por aplicação da fórmula de Simpson, 


(анам o sequen [0,5] em quiro paris) ota ө lor ape 
Jimdo do көри: 


Vistas = 1,298; 


a 
| 

о comprimento total da elipse é, aproximadamente, igual а 
a = 25,96 unidades de comprimento. 
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$ 4. Cálculo do volume dum corpo em função das áreas 
das secções paralelas 
Consideremos um corpo T e suponhamos conhecida a área de 
toda a secção arbitrária deste corpo por um plano perpendicular ao 
eixo Ox (fig. 237). 
Esta área depende do plano secante, 
isto é, que ela é função de x: 


Q=0(). 


Suponhamos que Q (4) é uma função 
contínua de x e determinemos o volume 


do corpo dado. 
Tracemos os planos x 
=з. ms ss =X, = 


Estes planos coriam o corpo em 
secções. Tomemos em cada segmento par- 
cial ıı <  « rum ponto arbitrário é e construamos para cada 
secção i = 1, 2, .... n um cilindro cuja geratriz paralela ao eixo dos x 
se apoia sobre o contorno da secção pelo plano x= 6. 

A área da base dum lal cilindro elementar é 


QEN быа), 
a altura Ax, e о volume 


оа. 
O volume de todos estes cilindros é 
> 06) Ar 


Ao limite desta soma quando max. Ax—^0 (quando ele existe) 
chama-se o volume do corpo dado 


v= dim Ў ола 


Сото », representa, evidentemente, uma soma integral para a 
função continua О (x) sobre o segmento a< x < b, o limite indicado 
existe e exprimese pelo integral definido 


t= оша (1) 


Exemplo = Calcular o volume delimitado pela elipsóide (fig. 238 
БИЛЕ 


a 4 


Resolução — A secção para um plano paralelo ао plano. Oyz e que se 
encontra à distância de x deste último, dá a elipse ш жыз 


y 


Fig, 238 
Por conseguinte, 


00 se (1 


O volume da elipsóide é igual a 


«je 


de nie (2— 


Em especial, se 
delimitado é 


. a elipsóide torna-se uma esfera cujo volume 


PER ET 
go 
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$ 5. Volume dum corpo de revolução 


Consideremos o corpo de revolução gerado pela rotação em 
volta do eixo Ox do trapézio curvilíneo aABb formado pela curva 
JO). o eixo Ox e as rectas 
a, 1=b. 

Neste caso, qualquer secção 
deste corpo para um plano per- 
pendicular ao eixo das abeissas é 
um círculo, tendo por área 


Quy = n [GT 
Determina-se, aplicando a 
fórmula usual do cálculo dos volu- 
mes [(1), $ 4) a fórmula que 
permite calcular os volumes dos 
corpos de revolução: 


aset) 
Fig. 239 t 1 
v=n fy dra UG de 


Exemplo — Determinar û volume do corpo gerado pela rotação da 
centenária. 


em volta do eixo Ox entre os planos х= 0 e хе Б (fig. 239) 


Resolução. 


$ 6. Area dum corpo de revolução 


Consideremos a superfície de revolução obtida fazendo rodar 
a curva y=f(x) em volta do eixo Ox, Caleulemos a área desta 
superfície no intervalo a < x < b, Suporemos а função f(x) contínua 
com a sua derivada em todos os pontos do segmento [a, b] 

Como по $ 3. tracemos as cordas AM. MMs. ... M,-,B de 
que designaremos os comprimentos por as. Ass «« As, (fig, 240) 


Na sua rotação, cada corda de comprimento as ( = 1, 2, ..., n) 
gera um tronco de cone cuja área АР, é igual a 


Ay 
Az 


wu zi. 


por conseguinte, 
As; VIE FPE) Az, 


ap mis ЖИ УГЕ, 


A área da superfície gerada pela linha poligonal será igual а 


Posta Bec hi Tae, 


ou melhor ainda, à soma 
Pra Ў) E Hr] V +E) Aza, “) 


estendida a todas аз cordas, O limite desta soma, quando a maior 
corda Аз, tende para zero, chama-se área da superfície de revolução 
considerada. A soma (1) não é uma soma integral para a função, 


2f (2) VA FF EF, (9) 


dado que по termo correspondente ao segmento (21.1, z,| figuram 
vários pontos deste segmento: гүл, Tr, hj. Mas pode-se demonstrar 
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que o limite da soma (1) é igual ao limite da soma integral da 
função (2) isto é, 


Str pr FFE) A = 


Hw a X YE VEEE Ar 


p 


s NOVI F da a 


Esemplo—Calcular a área da parabolóide gerada pela rotação em volta 
de Ox da parábola j^ = 2px Limiarse à porção compreendida entre os 
planos x =O e x = a 


Resolução. 


vas, LE rr ү puse 


e obtém-se aplicando a fórmula (3) 


rn ишү 


мур брор 


$ 7. Cálculo do trabalho por meio do integral definido 


Suponhamos que um ponto material M solicitado por uma força 
F se move sobre uma recta Os e que a direcção da força coincide 
com а do movimento. Pede-se, para calcular o trabalho efectuado 
pela força F, para deslocar o ponto M da posição s =a à posi 
s=b 


1) Sea força F é constante, o trabalho 4 é dado pelo produto 
de F pelo caminho percorrido, ou seja 


A=F(b— a). 


2) Suponhamos que a força F varia continuamente em função 
da posição do ponto material, isto é, que ela representa uma função 
F(s) contínua sobre o segmento a<s< b. 

Cortemos o segmento (a, P] em п partes arbitrárias de compri- 


mentos 
[ON A 


depois escolhamos em cada segmento parcial ls- sil um ponto 
arbitrário & e substtamos o trabalho да força FG) sobre o caminho 
as(=1,2, ..., n) pelo produto 


F(E) Аз. 


io significa, que supomos a força F constante sobre cada 
segmento, a saber F = F (£). Nestas condições, a expressão F (Ei) As; 
dá, para As, suficientemente pequeno, um valor aproximado do tra- 
balho de F' sobre o caminho as, e a soma 


1, Ран 


exprime, aproximadamente, о trabalho de F sobre todo o segmento 
la, bl. 

É evidente que A representa uma 
soma integral para a função F= F (s) 
sobre o segmento la, 6]. O limite desta 
soma, quando max. (As)-»0, existe e 
exprime o trabalho da força F(s) sobre 
о caminho entre os pontos s 


i 
3 
3 
n E 
Setas 0) i 


Eremolo— 1, А compreso s duma mols 
em espiral é proporcional а força aplicada F, FAL 
Eilio edo de F aiani К S 
Samarinda де Sem for елый кина md на за 
Seed pe ТҮ ҮЕ 
[E 
Resolugdo— A força F e а deslocação 5 estão ligadas, por hipótese, 
p ede СҮ шш d'a uae. 
а 8 таны cn Alba Fin =091 eme F= ly 
iso e Rie TT T Sof arie Aa d e P NS 
ie, va ruat da tt (IÈ 
mr 
Eh 
» 
—— M 
si нана de Str ий шшш 


A 


ч nas 
— 0,125 kgm. 


Fo 


em que k é uma constante. 

Deierminar o trabalho da força F para deslocar a carga e, do ponto A, 
encontrando-se à distância r, de e, no ponto 4, à distância 7, de ep admi- 
lindo que a carga e, se encontra ha origem As 
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Resolução — Temvs:, segundo a fórmula ( 


E 
ME dp — keye, 

1= | к dr toy 
Ометче, para 7, 


ин [| 


E arco ttn 


а. = 


Para е; = 1, temvse A = k Sl Esta Ultima quantidade chama-se potencial 
do campo criado pela carga ey 
$ 8. Coordenadas do centro de gravidade 
Seja dado no plano Oxy um sistema de pontos materiais 
PG py Palta Mss Pann Um) 
de massas Mi, Ma. ses т ә 
Chama-se aos produtos zm, e Jim, momentos estáticos da massa 
miem relação aos eixos Oy е Ox. у 
à pesada por, ze e Ve as coordenadas do centro de gravidade 
(baricentro) do sistema dado, Como se sabe do curso de mecánica, 
as coordenadas do baricentro dum sistema de pontos materiais são 
definidos pelas fórmulas: 


yo a Барт my 


e (1) 
т+т+...+ Ma 


" ит F ams +... uma a J Q 
ттт 3s 
& 


Vamos utilizar estas fórmulas para determinar os centros de 
gravidade de diversos corpos e figuras. . 

1. Centro de gravidade de uma curva plana pesada — Seja uma 
curva material AB dada pela sua equação Ja) ac zb. 

Seja y a densidade linear (*) desta curva. Corfemos a curva 
em n partes de comprimento As, AS». .... Аз. Аз massas destas partes 


у Chama: densidade linear A massa da unidade de comprimento da 
curva биш Suparman que a densidade litat & a mesma em todo os Pontos 
ыт 


serão iguais aos produtos dos comprimentos pela densidade cons- 
tante)» Am, = yAs, Tomemos um ponto arbitrário de abeissa $ 
sobre cada porção do arco Азу. Considerando agora que cada porção 
As, representa um ponto material P, [ë,, f (E.)lde massa yas, e substi- 
tuindo nas fórmulas (1) e (2) em vez de x, e y, respectivamente 
& e f(D) e em vez de Mio valor YAS; (a massa da porção Аз), 
obtém-se as fórmulas aproximadas que determinam o centro de gra- 
vidade 


= iman 


Vm 


ye PIE) rãs 
Dyas MIT 


Se a função y = f(x) é contínua bem como a sua derivada, as 
somas do numerador e do denominador de cada fracção têm limites 
quando max 4s,—0. Por conseguinte, as coordenadas do centro de 
gravidade da curva exprimem-se pelos integrais definidos 


ads favi + f(z) dz 
mU mrc— Y au 
eo иа 


n 


+ 
[ad Sia VIF Edr 
صر‎ = e e 


== 
Sas VIT de 
Exemplo — |. Determinar as coordenadas do centro de gravidade da 
semiireunferência x + э? as que с encontram por cima de eo Or 
Resolução — Determinemos a abcisa do centro de gravidade: 


dy 
de 
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Determinemos agora a ordenada do centro de gravidade: 


2. Centro de gravidade duma figura plana — Suponhamos que 
a figura dada é delimitada pelas curvas у = fi (3). у = 0), xX = a, 
х = b e representa uma figura plana material. Suporemos que a den- 
sidade superficial, isto é, а massa da unidade da área, é constante e 
igual a 8 para todas as partes da figura. 


Fig. 24 


Dividamos a figura dada em secções paralelas pelas rectas 
ask o4 Х=ла= b de larguras Ал, Sky «o AX. А massa 
de cada secção será igual ao produto da sua área pela densidade 8. 
Assimilando cada secção a um rectângulo (fig. 242) de base Ax, e de 


altura fa (5) — А (E), em que E, = ži a massa desta secção 
será, aproximadamente, igual a 
Am =f (E) — f (EDA (01,02, +2 
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O centro de gravidade desta secção encontrar-se-á, aproximada- 
mente, no centro do rectângulo correspondente: 


е) 0. ЕЛ), 


Localizando agora а massa de cada secção no seu centro de 
gravidade, encontra-se as coordenadas aproximadas do baricentro de 
qualquer figura [em virtude das fórmulas (1) e (2)]: 


PEDIA — f (E) Ani 
XA (E) — 4 (Az, * 


$ BIE) HAGO) — A 01A 
D [ha (E) ААА 


Jer 


Passando ao limite, quando 4x ¬+ 0, obtém-se as coordenadas 
exactas do baricentro da figura dada: 


delito) 01 
$ 


Ш) Аа 


; 
E) tico ereto лја 
کیل‎ 


j If. — f (z)] dz 


Estas fórmulas adaptam-se a qualquer figura plana homogénea 
(que tenha uma densidade constante em todos os pontos), Vê-se que 
as coordenadas do centro de gravidade não dependem da densidade 8 
da figura (ela elimina-se nos cálculos). 


Exemplo —2. Determinar as coordenadas do centro de gravidade do 
segmento da parábole уз = ax cortada pela recta x =a (fig. 243), 
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ar 


Fig. 243 


Resolução — No caso dado [a(7)— Vaz, f, (=)= — Vaz, logo 


af Vade 
i 
ye0 (dado que o segmento é simético em relação ao eixo Ою. 
Exercícios 


Cálculo das áreas 


Determinar a área da figura delimitada pelas curvas y? = 9x, y= 3x. 


2. Determinar a área da figura delimitada pela hipérbole equilátera xy = aî, 
o eixo Ox e as rectas ¥ = a, x= 20. 


з. Determinar а área da figura compreendida entre а curva у=4— е 


о eixo Ox 


4. Determinar a área da figura delimitada pela hipocicloide 24 y" 


5. Determinar а área da figura delimitada pela catenária y= -g (F+ 


o eixo Ox, o eixo Oy e a recta x= a. 


6. Determinar a área da figura delimitada pela curva y =x, а recta y 
co cito Oy 


Determinar a área do domínio delimitado por uma semi-onda de sinusóide 
© o eixo das abcissas. 


B. Determinar a área do domínio compreendido entre as parábolas у? =2px, 


Determinar a área total da figura delimiada pelas curvas y =x%, y = 2x, 

y-x 

10. Determinar а área do domínio delimitado por um arco de ciclóide 
a(r — seni), у = a (1 — cost) e o eixo das abcissas 


М. Determinar а área da figura delimitada pela hipocicióide x = acos, 


у=аваз. 
12. Determinar a área do domínio delimitado pela lemniscata p? = a cos 2ç. 


13. Determinar a área do domínio delimitado por um arco da curva 


a sen ds. 


4. Calcular а área total do domínio delimitado pela cardióide p = a (1 — cos ө). 


15. Calcular а área do domínio delimitado pela curva р = a cos p. 
16. Determinar a área do domínio delimitado pela curva p = a cos 24. 


17. Determinar a área do domínio delimitado pela curva p = асок3е. 


18, Determinar a área do domínio delimitado pela curva p = acotág. 


Cálculo de volumes 


19, Ferse rodat а elipse S51 em tomo do eto Ох Determinar o 


volume do sólido de revolução, 


gg, Ferse rodar o segmento de recta que reúne а origem e o ponto (a, b) 


em torno do eixo dos y. Determinar o volume dô cone obtido. 
terminar o volume do toro gerado pela rotação do circulo x? + (у — b} 
al em torno do eixo Or (supbsse que b> a). 


22, Ferse rodar o arco da paríbole уз = 2px limitada pela recta x = a em 
torno do eixo Ox Calcular o volume do corpo de revolução obtido. 


a. 


A figura delimitada pola hipociclóide 2%: у=, 
do eixo Ох. Determinar o volume do corpo de revolução, 


^ roda em torno 
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24. Determinar o volume gerado pela rotação em torno do eixo Ox dum 
amo de simusóide y = sen x: 

25. A figura delimitada pela parábola у: = 4х е a recta x =4 roda em 
torno do eixo Ox, Determinar o volume do corpo de revolução Resp. 327- 


26. A figura delimitada pela curva у= xe e as rectas y =0, x=1 roda 
em volta de Ox Determinar o volume do corpo de revolução. 


27. A figura delimitada por um arco da cidóide ха — sent), у=а(1— 
— cos) e o eixo Or gira em torno do eio Ox. Determinar o volume 
do corpo de revolução, 

28. A figura do problema 27 roda em torno do eixo Oy. Determinar o 
volume do copo de revolução, Г я 

29, A figura do problema 27 gira em tomo da recta que passa pelo vértice 

" da cilóide paralelamente ao eixo Oy. Determinar o volume do corpo 


de revolução. 


30. A figura do problema 27 roda em torno da tangente no vértice da 
ciclóide. Determinar o volume do corpo de revolução. Resp. 752%. 


31. Um cilindro de raio R é cortado por um plano que passa por um 
diámetro da base sob um ângulo « com a base. Determinar o volume da 


parte troncad 


32. Determinar o volume comum aos dois cilindros: 2º + у = FP, pè + » 


=P, 


33. O ponto de intersecção das diagonais dum quadrado descreve o diâmetro 
duma circunferência de raio a, o plano do quadrado que permanece cons- 
tantemente perpendicular ao plano da circunferencia, e dois vértices opostos 
do quadrado que se apoia sobre esta circunterencia (a grandeza do 
quadrado varia, evidentemente, durante о movimento). Determinar o 


volume do corpo gerado por este quadrado. 


M. calcular o volume do segmento obtido cortando o parabolóide elíptico 
J^ LP s palo plano x 
2 ig 


35. Calcular o volume do corpo delimitado pelos planos z 


3=0 эз 


superfícies cilindricas x = 2py e 22 = 2рх e o plano x 


(no primeiro triedro). 
apoiando-se sobre as 


36. Uma recta move-se paralelamente ao plano O) 
E 


, encontrando-se, respectivamente, nos 
planos Оху e Oxz. Calcular o volume do corpo obtido 


Cálculo dos arcos 


37, Determinar o comprimento total da hipociclóide 23 + ys 
38. Calcular o comprimento do arco da parábola semicübica aya = da 


origem das coordenadas ao ponto de abcissa x= Sa. 


39. Determinar o comprimento da catenária у= 


ponto (xy) ; 

40. Determinar o comprimento dum arco de ciclóide 
Pro 

4. Басова o arco da car y = LOKE еше oi вайа r= Ber VE 


at sent, 


42. Determinar o comprimento da curva у = 1— Logcosr entre os limites 


DELI 


4 
43. Determinar o comprimento da prim 


espira da espiral de Arquimedes 


P= ag a partir do pólo. 
44. Determinar o comprimento da espiral logarítmica p="? do pólo ao 


ponto (p. e) 


45. Determinar o comprimento total da curva p 


46, Determinar o comprimento da evoluta da elipse z- 

E senta, 
47. Determinar o comprimento da cardióide p = û (1 + cos y). 
48. Determinar o comprimento da evolvente do círculo z = a (cos q + q sen Ф), 


y= а (бпр — y cosy) de ¢ = Û a p= pi: 


Cúlculo das áreas dos sólidos de revolução 
49. Determinar a área da superficie obtida fazendo girar a parábola y = dar 
em torno do eixo Ox, da origem bo ponto da abcissa x = 3a. 


50. Determinar a área do cone gerado pela rotação do segmento de recta 
per CES E0 er eite. Or. (Rein. Ba. PS lomo. 
do eixo ОУ. 2 

51. Determinar а área do toro obtido fazendo girar o círculo 2*+(y—b) 
em torno do cixo Ox (b > d) 

52. Determinar a área da Superficie de revolução gerada pela rotação da 
cardigide de equações paramétricas а = a (2 cos p — соз 2g), у = a (2 en p — 


— sen 29) em torno do eixo Ox. 
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53, Determinar » área da superficie oblida fazendo girar um arco da ciclóide 


ж=ай— sent); y = а(1— созт) em tomo do eixo Ox. 


54. Fazse girar um arco da cicióide (ver problema. 53) em volta do eixo Oy. 
Determinar a área da superfície de revolução, 
. O arco da «бше (problema 53) gira em volta da tangente no seu 


vértice, Determinar a área da superfície de revolução. 


56. O astrdide 4 = asenti, у = acos gira em volta do eixo Ox. Determinar 
a área da superfície de revolução, 


57. O arco de sinosóide у= пх de x=0 a х= 27 gira em volta do 
eixo Ox, Determinar a área da superfície de revolução. 


> a рє УЫ gin em vola do sito Os, ранай а 
da da pra de evt. 


Diferentes aplicações do integral definido 


, Determinis а Sestro de мазам do quanto € 
>20. 
50. Determinar 9 centro de gravidade da figura delimitada pela parábola 


© жау—16=0 e о eixo Ox. 

Öl. Determinar o centro de gravidade duma meia esfera. Resp. Sobre o 
eixo de simetria, à distância sa R da base. 

62. Determinar o centro de gravidade da superficie duma sembestera, 


63. Determinar o centro de gravidade da superfície dum cone circular recto 
cujo raio da base é R e a altura é h 


64. Determinar o centro de gravidade da superfície plana limitada pelas 
curvas y 


65. Determinar o centro de gravidade duma área plana delimitada pelas 
parábolas y! = 20%, «º = 20), 

66. Determinar o centro de gravidade da área dum sector circular do ângulo 
aO centro 2а e de raio R 


EA 


os. 


т. 


т, 


73, 


т. 


75, 


76. 


т. 


Determinar a grandeza de pressão da água sobre um rectângulo que al 
foi lançado verticalmente: a base é de 8m, a altura de I2m e a base 
superior encontra-se a $m da superficie, paralelamente а esta última. 


O bordo superior duma represa quadrada de 8m de lado encontra-se 
à superfície da água. Qual é a pressão exercida pela água sobre cada 
um dos triângulos da represa obtidos traçando uma diagonal do quadrado. 


Calcular o trabalho necessário para bombar água contida num reservatório 
em forma de sembestera de 20m de diâmetro. Resp. 2,5167 kgm. 
Um corpo está animado dum movimento rectilinio, segundo a lei x = ef, 
em que x € o caminho percorrido durante o tempo 1, c = const, A resis 
tência do meio é proporcional so quadrado da velocidade, o coeficiente 
de proporcionalidade ¢ k. Calcular o trabalho devido à resistência ao 
avanço quando o corpo passa do ponto x=0 ao ponto x-a. 


Calcular o trabalho dispendido para bombar um líquido de densidade y 
contido num reservatório cónico, com o vértice voltado para baixo, de 


akura Н e de raio da base R. 


Um flutuador de madeira cilíndrico cuja superfície da base € 5 = 4000 cm* 
€ a altura H = Sem Пица sobre a água Qual é o trabalho dis 
pendido para o tirar da água? (o peso específico da madeira é de 04). 


Calcular a pressão total exercida pela água sobre uma barragem em forma 
de trapézio isósceles, de dimensões: base superior a = 64m, base inferior 
b=42m, altura H=3m, 

Determinar a componente axial Pkg da pressão total do vapor exercido 
sobre o fundo esférico duma caldeira O diâmetro da parte cilíndrica 
da caldeira € de Dmm, a presio do vapor na caldeira Pkg/em. 


Uma árvore vertical de raio r é sustentada por uma tela plana. O peso Р 
da árvore está uniformemente repartido sobre toda a superfície de apoio. 
Calcular o trabalho total das forças de atrito quando a árvore gira 


uma volta. O coeficiente de atrito é а, 


Uma árvore vertical termina por um tronco de cone. A pressão específica 
deste tronco de cone sobre a tela é constante e igual a P. O diámetro 
superior do cone troncado é D. o diâmetro inferior d, o ângulo no 
vértice 2a. O corficiemte de atrito é y. Calcular o trabalho das forças 


de atrito para uma volta da árvore, 


Um tronco prismático de comprimento | estende-se progressivamente sob 
a acção duma força crescente de O а P de maneira que a força de 
extensão é equilibrada em cada instante palas forças elásticas do tronco. 
Calcular o trabalho 4 da força de extensão, supondo que о prolonga- 
mento é elástico. A secção transversal do tronco é F, o módulo de 
elasticidade do material E. 
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18. 


79. 


st. 


Indicação —Se x é o prolongamento e f a força aplicada, tem-se 


FE Ph 
LE =. O prolongamento sob a acção da forja P é Меру. 


Uma barra prismática está suspensa verticalmente e uma força de exten- 
são P está aplicada à sua extremidade inferior. Calcular o prolongamento 
da barra sob a acção do seu próprio peso e da força Р, conhecendo 
o comprimento da barra em repouso |, a secção transversal Р, o seu 


peso Q é » módulo de elasticidade do material E. 
Calcular o tempo durante о qual se vaza um reservatório prismático 
cheio até ao nível Н. A secção transversal é Р. a secção de abertura f, 


а velocidade de vazamento é dada pela fórmula v= u УЗ, em que 
в é o coeficiente de viscosidade, ¢ a aceleração da força de gravidade, 


h a distância da abertura ao nível do liquido. 


Determinar o débito Q de água (quantidade de água evacuada durante 
a unidade de tempo) através dum escoadouro de secção rectangular. 


A altura do escoadouro é Л, a sua largura b. Re: 


Determinar o débito Q de água que rola através duma abertura rectangular 
lateral de altura a e de largura b sendo H a altura da superfície do 


lado interior do rectângulo, 


ANEXO 1 


Estabelecimento duma dependência funcional a dos dados 
experimentais pelo método dos mínimos [үзе 


Suponhamos que se deve estabelecer, segundo os dados experimentais, 
a dependência funcional que permite exprimir a grandeza y em função da 
grandeza x: 

v= la) (0) 


Os resultados experimentais forneceram-nos n valores da função y para 
os valores correspondentes da variável independente. Estabeleçamos, como se 
segue, o quadro desses valores: 


A forma da função x = у(х) é estabelecida ou com o apoio de consi- 
derações teóricas, ou segundo a disposição no plano das coordenadas dos 
pontos correspondentes aos valores experimentais. (Estes pontos chamar-se-fo 
«pontos experimentais») Suponhamos, por exemplo, que os pontos experimentais 
estão situados no plano das coordenadas da maneira indicada na figura 243a. 
Tendo em atenção o facto de que no decorrer do desenvolvimento 
riència, se podem cometer erros, é natural supor que a função 
X = elx) possa ser procurada sob a forma duma função linear y = ard b. 
Se os pontos experimentais estão dispostos como está indicado na 
figura 243b, é natural procurar а função y = (а) sob a forma у= axb, etc. 
Quando a forma da função Y= g(x a b, 
calcular os parámetros а, b, c. 
sentido ela descreva da melhor ma 
Um método largamente aplicado na resolução deste problema é o 
método dos mínimos quadrados. Ele consiste no que se segue. Consideremos 
os quadrados das diferenças entre os valores y, obtidos experimentalmente 
e os valores da função px, а, Б, с, ..) nos pontos correspondentes: 


Уша, doe e) a 


& 


S (s. b.c 


Escolhamos os parámetros а, b. c, .., de modo que esta soma tenha 
um valor mínimo; L3 x 


She = S nets bs dp 
“ 


[7 


Po 
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O problema reduz-se, assim, a determinar оз valores dos parámetros 
4. b, €, para os quais a função $ (a b с, -.) admite um mínimo: 

Resulta do teorema 1 (Cap. УШ, máximo e mínimo) que estes valores 
a, b c s verificam о sistema de equações 


as os 


Lu E © 
ou sob uma forma explícitas 
V CACA 
Ninus (ei a dy eel ee) 
a 
У (zt, a, b, е, 
ина е.) ӨЕ pe А 


Fig. 243a Fig. 2436 


Fig. 2430 


O número de equações é aqui igual ao das incógnitas. Em cada caso 
concreto analisa-se o problema da existência da solução do sistema de equa- 
ções (5) e da existência do mínimo da função $(a b, c, ..). 


Consideremos certos casos de determinação da função y = ¢ (x a, b, e, 


L Seja y=ax+b, Neste сабо а função Sía b) € da forma (com 
frontar a expressão (2): 


(a, = Y [yi — (a2 bp. (6) 
a 


É uma função de duas variáveis a e b (x, e y, são os números dados: 
ef o quadro anterior). Por conseguinte: 


ES 
da 


PE 


e 


J= een +=, 


a 


isto é, о sistema de equações (5) é neste caso da forma: 


Summa Y o Y 
a а 


Oblivemos um sistema de duas equações lineares a duas incógnitas а е b. 
É evideme que este sistema iem uma solução determinada e que para o 
valores encontrados а e b a função S(a. b) admite um minimo(*) 


IL. Suponhamos que tinhamos escolhido na qualidade de função de 
aproximação o trinómio do segundo grau 


y= at bete 
(°) Isto pode ser também fàcilmente estabelecido com o apolo das 


condições suficientes (teor. 2, Cap. VIII, máx e mín duma função). Com 
efeito, aqui 


Por conseguinte, 


аз os _ 
LEN 


DIRE 


E 
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Neste caso, a expressão (2), é da forma: 


S (a, b, e) Y) In—(ari- brt P e 


É uma função de trés variáveis a, b. c. O sistema das equações (5) 
escreve-se, então: 


Y or etn 010, 
а 


Y и (023-1210, 


ii 
à (авв 610, 
а 

ou sob а forma explicita: 


$ rotos $a Ba 


$ o, 


3 nice Sea Уа 
Yun à 1 D ê 0, 9 
ia ے‎ it =-==о. 


Obtemos um sistema de equações lineares para determinar as incógnitas 
в, b, c. Resulta da natureza do problema que o sistema possui, uma solução 
determinada e que para os valores obtidos a, b, c a função S(a, b, c) admite 
um mínimo. 


Exemplo — Suponhamos que a experiência nos tenha fornecido quatro 


valores da função У = ¢ (x) para os quatro valores da variável independente 
їп = 4) apresentadas sob а forma de quadro: 


Procuraremos a função p sob a forma de função linear у = ах + b. 
Formemos a expressão S(a, b): 


n 
Sta = Y lui— (ani DF. 


Para formar o sistema (7) com o fim de determinar os coeficientes a e b 
caleulemos, “primeiramente 

" T " 
п: Moles Mat: Y 10. 
å 


4 
H 


O sistema (2) põe-se sob a forma: 
132—180, | 
10—112— 45, | 


Resolvendo este sistema, encontramos а е b: 


ANEXO П 


Fórmula de Interpolacáo de Newton. Derivagáo numérica 


Suponhamos que são conhecidos (n + 1) valores y, Yy :- Yn da função 
y (a) para оз (n + 1) valores da variável independente x, X, 0» Xw A dife 
Tenga "entre os valores consecutivos da variável independente supõe-se cons- 
lante. Desipnemo-la por A, Podemos assim estabelecer o quadro seguinte dos 
valores da função desconhecida у =p (1) para os valores correspondentes da 
variável independente, 


anh 


aAA | nm | 
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Formemos um polinómio de grau não superior a п que toma оз valores 
correspondentes de y para os valores correspondentes de x. Este polinómio 
representará. aproximadamente, a função (x) 

Introduzamos, primeiramente, as .notações: 


| 
y » |» 


Аии. A= Maa a 
Азура 2а ии Дин Mn M A, 
Ay Азу — Nj, e 
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É o que se chama diferenças de 1% 2%, ... n ordem. Escrevamos o 
polinómio que formam os valores Tespectivamente, para x, Xy 
Este será o polinómio do 


zn 


Pur) A T o 


Com efeito, 
Ры Pal od Mo e von = 
Escrevamos o polinómio que forma os valores Yø Yu ун respectivamente, 
s Este será um polinómio do 2.º grau. 
a 


Р) = Аю 
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O polinómio de terceira ordem será da forma: 
کے‎ Ааа (em у 


Риа) s Mts 


3p (E 
a N á 
S cp Sg a 
Finalmente, ө polinómio de ordem n que toma os valores Jy Y, 
e o e pectivamente, эз лы дь су e serh das forma: 


Pateta + Ao E 


ESTE 

Ha Ra Je 
o que se pode verificar por subsituigio directa. Ё o que se chama a fórmula 
de interpolação ou o polinómio de interpolação de Newton. 

De facto, para este quadro, o polisómio de Lagrange € o polinómio de 
Newton sio idênticos, se bem que diferentemente escritos, porque o polinómio 
de grau não superior а m que toma n +1 valores dados para os л + 1 valores 
dados de x, é determinado univocamente. 

Em numerosos casos o polinómio de interpolação de Newton é mais 
cómodo do que o polinómio de interpolação de Lagrange. A particularidade 
deste polinómio reside no facto de que ao passar do polinómio do grau k 
ao polinômio do grau (k + 1) os (k + 1) primeiros termos não sio modificados; 
36 um novo termo se vem juntar que é igual a zero para todos os valores 
Anteriores da variável. independente. 

Nota — Segundo as fórmulas de interpolação de Lagrange (conforme а 
fórmula (3), $ 10) e de Newton (fórmula (4) os valores da função são deter- 
minados sobre o intervalo x, < x < x. Se se determina segundo estas fórmulas 
o valor da função xc x, (podese lazio para baixos valores de |х— xo) 
dise, então que se electa uma extrapolação do quadro no passado. Se 
se determina O valor da função para zc x diese que se efectua uma 
extrapolação do quadro no futuro, 

Suponhamos que os valores de uma certa função incógnita (x) são 
dados pelp quadro apresentado no começo deste anexo. Pede-se, para deter 
minar sproximadampte a derivada desta função. Este problema resolve-se da 
maneira seguinte. Constróise o polinómio de interpolação de Lagrange ou 
de Newton e determinase a derivada deste polinó 

Como a maior parte das vezes se considera quadros para os quais 
as diferenças entre os valores consecutivos da variável independente são cons- 
tantes, utilizaremos a fórmula de interpolação de Newton. Sejam dados três 
valores da função y, уз, у; Рага os valores x, x, х, da variável independente. 
Escrevamos, então, © polinómio (2) e derivemo-lo. Oblemos o valor aproximado 
da derivada da função sobre o segmento xo < x < *, 


(5-а) 
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Se considerarmos o polinómio do 3^ grau (3), obtemos, para derivada 
a expressão: 


vu 


qi m 


Em particular, para x = x, obtemos: 


E] 


yen e 


Se utilizarmos a fórmula (4) obtemos, para a expressão aproximada da 
derivada para x = X, 


do e 


«^ (ra) s Ph (G)— 


Notemos que para as funções que têm derivadas, a diferença Ay, é 
um infamem pequeno de primeira ordem, 48%, um infinitamente pequeno 
Am шша ordem. dy. ша iMüntamente pequeno” de terceira ordem e asim 
Sücewivamenie, em relação a A. 


INDICE ALFABÉTICO 


Aceleração, 130 
— instantánea, 130 
— média, 130 
Angulo de contingencia, 225 
Area, 477-482 
— dum corpo de revolução, 490 
Argumento dum número complexo, 250 
 Assimptota, 202, 204 
Astráide, 112, 213, 485 


Binómio diferencial, 405 


Binormal, 356357 


Cálculo aproximado das raízes reais, 
240-245 

Cardióide, 33, 246, 486, 499, 501 

Centro de curvatura, 232 
— de gravidade, 494-498 
— de vizinhanga, 18 

Circulo, 31, 110 
— de curvatura, 232 

Catenária, 490, 498, 501 

Circunferência, 246, 484. 

Comprimento dum arco de curva, 222 
— em coordenadas cartesianas, 482 
— polares, 486 

Concavidade da curvatura, 196-201 

Constante, 16 


idade duma função, 34, 279-281 
Convexidade da curvatura, 196-201 
Coordenadas do centro de gravidade, 
494498 
—duma curva plana, 494 


— duma figura plana, 496 
— polares, 30 

Coseno, 24, 83-84, 170 
— hiperbólico, 115, 117 

Cotangente, 24 
— hiperbólica, 115,117 

Crescimento e decrescimento da função, 

17-176 
Ciclóide, 111, 237, 479 
Curvatura, 224-237, 352-356 


Dependência funcional, 20 
Derivação, 75 
— quadro das fórmulas, 106 
— dos vectores, 347-349 
Derivada, 74 
— total, 295 
— duma constante, 83 
— segundo uma dada direcção, 304, 
305 
Derivada de diferentes ordens, 123, 
124, 125 
— duma função complexa, 259 
— duma função composta, 89, 293 
— duma função dada sob a forma 
paramétrica, 113 
— duma função implícita, 94, 295 
— duma função vectorial, 340, 342 
— interpretação geométrica, 76, 283 
— mecánica, 129 
— logarítmica, 98 
— parcial, 281 
— de ordem n 298-302 
— dum produto, 8$ 


Р 


E" CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


|і 


INDICE ALFABÉTICO 515 


Derivada do quociente de duas fun- 
ções, 87 
= duma soma, 84 
— total, 295 
Diferencial, 118-422 
— de ordem n, 126 
— total, 284, 286 
—da variável independente, 286 
Diferenciais duma função composta, 121 
— de diferentes ordens, 125 
Domínio limitado, 275 
— de definição (de existência) duma 
função, 20, 23, 274 
— fechado, 275 
—aberto (não fechado), 275 
— de definição duma variável, 17 


ixo imaginário, 204 
— numérico, 13 
— polar, 30 
— real, 257 
Elipse, 110, 479 
Elipsóide, 488 
Equação ulgébrica, 262 
— binómio, 256 
— paraméticas, 108, 337 
— vectoriais duma curva, 337 
Erro, 289-292 
— relativo, 291 
— máximo, 291 
Esfera, volume, 489 
Espiral de Arquimedes, 32, 231, 247 
Evoluta, 234-237 
Evolvente, 234 
Expressio analítica, 22 
— sob o sinal somativo, 370 
Extremidades dum segmento (intervalo 
fechado), 18 
Extremo, 178, 313, 314 
— ligado, 321 


Fólio de Descartes, 213 
Fórmula de Euler, 260 
— de Leibniz, 125, 469-470 
— de Maclaurin, 166 


— de Moivre, 254 
de Newton-Leibniz, 441, 443 
— de Simpson, 459, 461 
— Serret-Frénet, 360 
— de Taylor, 162-166 
— de Tchébychev, 467, 468 
— de Wallis, 450 
— das parábolas, 459 
— dos tectângulos, 457-458 
— dos trapézios, 458-459 
Fracção racional, 29, 385 
Fronteira do dominio, 274 
Função, 20 
— algébrica, 29 
da, 42, 43 
— complexa duma variável real, 258 
— composta (função de função), 26 
— exponencial, 97 
— contínua, 60, 62-63 
— crescente, 21 
— decrescente, 21 
— derivável, 78 
— de duas variáveis, 273 
— do segundo grau, 29 
— diferenciável, 286 
— descontínua, 63 
— dada sob а forma paramétrica, 108 
— dada sob a forma derivada, 113 
— exponencial, 24, 96, 258 
— dada сот o auxilio de quadros, 21 
— elementares, 28, 61 
— hiperbólicas, 114 
— irracional, 29 
— par e impar, 207, 
— transcendentes, 30 
igonométricas, 25-27 
— inversas, 24, 102, 103 
— de função (composta), 26 
— de Gauss, 416 
— impar 207 
lícita, 94, 95 
— implícita, derivada, 94 
tegrar, 370 
— inversa, 98-102 
— lienar, 29 


— logarítmica, 25, 88 

— multivoca, 21 

— não limitada, 43 

— par, 207 

— periódica, 25 

— de várias variáveis, 73 
— potência, 24, 96 

— racional inteira, 29, 261 
—sob o sinal soma, 370 
— unívoca, 21 

—da variável complexa, 257 
— vectorial, 340. 


Gradiante, 306 
Gráfico da função, 22, 207-211 
Grau de polinómio, 261 


Hélice, 339, 343, 344, 356, 361, 485 
Helicóide, 339 

Hipoclóide, 498, 500 

Hodográfico do vector, 337 


infinitamente grande, 36 
Iofitamente pequenos, 45-48, 67-68 
— equivalentes, 67 
Integração (da função), 370 
— por mudança de variável, 315377 
— pelo método de Ostrogradsky, 396- 
-400 
— por partes, 381-384 
Integral absolutamente convergente, 454 
— definido, 429, 431-437 
— definido, cálculo aproximado, 457 
— definido, propriedades, 437 
— dependendo dum parâmetro, 468 
— eléptico, 416 
— geométrico do diferencial, 122 
— indefinido, 368-370 
— indefinido, propriedades, 373 
— indefinido, quadro, 371 
— impróprio, 467 
Interpolação, 268 
Intervalo, 17 
— fechado, 17 
Interpretação geométrica do diferencia, 
m 


Lagrange, fórmula de interpolação, 267 
o resto, 165 


Lemniscata, 33, 246, 481 
Limite, 34, 37-40, 47-52, 54-59, 279 
Limite inferior do integral 433 
— superior, 433 
Linha (superfície) de nivel, 304 
Logaritmo décimal, 50, 60. 
— natural (neperiano), 59, 60 


Maior e menor valor duma função sobre 
um segmento, 64, 190 
Máximo e mínimo duma função, 177- 
-183, 193-195, 312-326 
— ligado, 321 
Melhor aproximação, 270 
Método de integração de Ostrogradsky, 
—das cordas, 241 
— de Newton (método das tangentes), 
p 
Minimax, 318 
Módulo (valor absoluto), 15 
— dum número complexo, 250 
— de transição, 60 
Moivre, fórmula de, 254 
Mudança de variável, 375, 445 
— universal para a integração das 
expressões trigonométricas, 410 


Normal, 131-134, 343, 361, 364 
— principal, 352 
Número complexo, forma exponencial, 
260 
— forma. trigonométrica, 250 
— parte imaginária, 249 
— parte real, 249 
— representação geométrica, 249 
Número e, 54, 56 
real, 13 
Números irracional 
— racionais, 13 
Números reais, 13, 249 


з 


Parábola, 23 
— fórmula, 439 


A 


516 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 


Parabolóide de revolução, 277 
Parâmetro, 108-109 
Período duma função, 25 
Período dum pêndulo, 292 
Plano normal, 343, 345 
— osculador, 356 
— tangente, 361, 363 
Polinómio, 29-261, 267 
— de Bernstein, 271 
— de Tehébychev, 271 
Pólo, 31 
Ponto duplo, 329 
— de descontinuidade, 63 
— de inflexão, 196, 199 
interior do domínio, 275 
isolado da curva, 332 
— de reversão de primeira espécie, 330 
— de reversão de segunda espécie, 331 
— singular da superfície, 361 
— da tangência, 331 
Pontos singulares duma curva, 327-332 
— valores críticos, 186, 326 
Potencial do campo, 494 
Primitiva, 368 
Principais funções elementares, 23 


Raio de curvatura, 231, 352 
— de torção, 358 
— vector, 337 
— de vizinhança, 18 
Raíz da equação, 261 
— da função, 148 
= do polinómio, 261 
Regra de L'Hospital, 153 
Representação analítica duma função, 22 
— gráfico, 22 
Resto da fórmula de Taylor, 164 


Segmento (intervalo fechado), 17 
Semi-intervalo aberto, 18 
Senos, 24, 81166 


— hiperbólico, 115, 116, 117 
Serret-Frenete, fórmulas de, 360 
Soma integral, 432 

— inferior, 430 


— superior, 430. 


Sub-normal, 131, 132-134 
Substituição de Euler, 401-405 
Sub-tangente, 131, 132-134 
Superficie, 277 

— de nível, 303 

— de revolução, 490 


Tangente, 24, 131 
—hiperbólica, 115, 117 
Taylor, fórmula de, 162-166, 310-312 
Tchébychev, fórmula de, 467, 468 
Teorema de Bézout, 261 
— de Cauchy, 152 
— fundamental da álgebra, 262 
— Че Lagrange, 151 
— de Rolle, 148 
— de Weierstrass, 270. 
Torção, 357, 360 
Trabalho, 492493 
Tração (tractrice), 247 
Transformações trigonométricas, 413 
Trapézio curvilíneo, 433 
Trapézios, fórmula dos, 458-459 


Valor absoluto (módulo), 15 


— intermediária, 89 
— monótona, 19 
ordenada, 19 
Velocidade, 72 
stantânea do movimento, 73 
— média, 72 
Verdadeiro valor das indeterminações, 
153, 156 
Vizinhança, 18, 279 
Volume, 488 
— dum corpo de revolução, 490 


Weierstrass, teorema de, 270 


Calculo diferencial e integral / 


u 


711030 


